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Prdlogo

El objetivo esencial al escribir Topicos de Algebra Lineal es brindar a los alumnos de primer

ano de las carreras de matematica, fisica, computacién y otras disciplinas que hacen uso del
Algebra Lineal, un material que contenga los temas centrales de esta rama de la matematica.
Al decidir comenzar con el tema de espacios vectoriales, somos conscientes del abanico de
conceptos previos que el alumno debe operativamente emplear e. g. operaciones con vectores
en R", operaciones con matrices, sistemas de ecuaciones entre otros. La resoluciéon de comenzar
presentando la estructura de espacio vectorial es motivada por el hecho que entendemos, que
hay que dar un tratamiento acompasado de los temas nucleares de este capitulo como lo son
combinaciones lineales, dependencia e independencia lineal, base y dimensién. A partir de un
recorte adecuado de estos conceptos se construyen otras ideas centrales como lo son la de
coordenadas y cambio de coordenadas. La estructura de espacio vectorial se ve enriquecida
con nociones métricas cuando se lo dota con un producto interno, estas ideas se desarrollan
en el segundo capitulo. Las transformaciones lineales son tratadas en el tercer capitulo. Al
desarrollar el tema de transformaciones lineales, se hace particular énfasis en el tratamiento de
la matriz asociada a una transformacion lineal, y como se puede recuperar toda la informacién
referente a nicleo e imagen a partir de dicha matriz. Sobre el final del capitulo tres se hace
un tratamiento breve de las transformaciones ortogonales haciendo nexo con la estructura de
espacio con producto interno y recuperando elementos geométricos. La nocién de determinante
ha sido abordada en forma sucinta, y esta pensado como herramienta para aplicar al problema
de valores propios. Al abordar el problema de vectores y valores propios, se puede apreciar todo
el potencial que tienen las ideas construidas en los apartados precedentes. La diagonalizacién
de matrices es presentado en su forma més elemental pero introduciendo elementos que sirven
para una profundizacién en este topico. El grado de abstraccion para aproximarse a la idea
de espacio dual puede resultar un poco arduo al principio, pero rinde su fruto al hacer el
tratamiento de coordenadas y soluciones de sistema de ecuaciones. Invariantes bajo semejanza
de matrices nos parecié un corolario adecuado de presentar para cerrar este material y da una
idea de la potencia de las ideas tratadas.
Los autores han decidido presentar este libro para su publicaciéon en formato e-book, eligiendo
como anclaje la UniRio Editora. La edicién de esta obra en versién digital es una apuesta a
la circulacion y democratizacion del conocimiento para la ensenanza académica de grado y su
vertiente cientifica. Esperamos que este material sea de utilidad a nuestros alumnos y lectores
en general.

Los autores
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Capitulo 1

Espacios Vectoriales

En este capitulo estudiaremos algunos conjuntos de objetos que cumplen con ciertos axio-
mas, a dichos objetos los denominaremos vectores. La idea es generalizar las operaciones de
suma y producto por un escalar estudiadas en el caso de R™. En este contexto més general los
vectores pueden ser polinomios, matrices, funciones, etc. El desarrollo de esta estructura nos
proporcionara una herramienta potente, que trasciende la idea geométrica que tenemos de los
vectores mirados como segmentos orientados.

1.1. Espacios vectoriales

Comenzamos dando una definicién axiomatica de lo que entenderemos por estructura de
espacio vectorial.

Definicién 1.1.1 Sea V un conjunto no vacio y K un cuerpo y dos operaciones suma + y
\%

producto (x). El objeto (V,+,K, ) es un espacio vectorial si cumple las siguientes propiedades:
\%

A1) La suma (4) es una ley de composicion interna en V.
v

Esto significa que para todo par de elementos u,v € V, el elemento u+ v € V es decir:

VuveV=u+veV
\%

A2) La suma es asociativa en V

Vu,v,w € V= (u+v)+w=u+ (v+w)
v v Vv

A8) Existe un unico elemento neutro para la suma en V.

Dy eV:iu+0y=0y+tu=u YueV
A\ \Y%

AY) Todo elemento de V admite un opuesto o inverso aditivo.

VueV, JweV:iu+w=w+u=_0y
Y v

Observar que si existe w, este es unico y se lo denota w = —u.
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A5) La suma es conmutativa en V.

Vu,veV=>u+v=v+u
v \%

A6) El producto es la ley de composicion externa en 'V con escalares en K, es decir
VaoeK y VueV=axueV

A esta propiedad se la llama ley de cierre para el producto.

A7) El producto satisface la propiedad de asociatividad mizta.

Vo, e K,Vu e V= ax(fxu)=(af)*u

A8) El producto es distributivo con respecto a la suma en K.

Vo, e K, Vu e V= (a+f)*xu=a*xu+*u
v

A9) El producto es distributivo con respecto a la suma en V

Va e K,Vu,v e V=ax(u+v)=axu+ax*v
v v

A10) La unidad del cuerpo es el neutro del producto.

leKyVueV=1lxu=u

Nota: En esta seccién cuando declaramos K el cuerpo de escalares se piensa en K = R el
cuerpo de los reales pero, toda la teoria desarrollada es valida para K = C el cuerpo de los
nimeros complejos.

Ejemplo 1.1.2 Un primer ejemplo de espacio vectorial, consideremos:

i) Conjunto de vectores: V=R" = {(z1,z9,...,2,) :x; ER 1 <1i<n}

it) El conjunto de escalares es K =R dotado con estructura de cuerpo.

A1) Sean u,v € R"™ tales que, u = (1, T, ,x,) ¥ v = (Y1,Y2, - ,Yn). Se define la suma en
V como sigue,

u§vrv = (z14+y1, 22+ Y2, oo, T + Yn)

Luego si u,v € V= u+v € V. Es decir la operaciéon es cerrada en V. La suma de dos
vectores del conjunto es un elemento de V.

A2) La suma es asociativa, es decir, si u,v,w € V=R"

(u+v)+w=u+(v+w)
v v Vv
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A3) Existe un elemento que es neutro para la suma en V. Dados, u = (x1,Z2,...,2,) y Oy =
0=(0,0,...,0)

A4) Todo elemento de V = R" admite un opuesto o inverso aditivo.
Sea u € R" = u = (x1, 23, ..., ) y consideremos w = (wq, wy, ..., w,) tal que
u4w = (x; + wy, 29 + Wo, ..., x, +w,) = 0 = (0,0,...,0) entonces, por la igualdad de
\%

vectores en R™ se tiene que w; = —x; Vi, luego, w = (—x1, —x9, ..., —x,) es un vector tal
que u +w = w + u = 0, es decir el opuesto del vector u es w = (—x1, —xa, ..., —Zy)
\% \%

Ab5) La suma en V = R" es conmutativa Yu,v € V = R" entonces,

A6) Producto por un escalar.
Para a € R,u € V =R" definimos,

axu = (r), Ty, ..., aly,)

Asi obtenemos nuevamente una n-upla es decir a x u € V en donde cada componente
ax; € R Vi. Con esta definicién el producto por un escalar es cerrado.

AT) Propiedad asociativa mixta para escalares.
Seau €V =R"ya,p € R siconsideramos a u = (xy, za, ..., T,) entonces,

ax(Bxu) =axv=(a(fr),a(frs),...,a(Sxy))
——

v

donde hemos llamado v = % u = (S, Bz, ..., Bx,). Luego por la propiedad asociativa
de los nimeros reales tenemos que,

((@B)xy, (aB)xs, ..., (aB)rn) = (aff) * u

Es decir,
ax(fxu)=(af)xu Yo, ER Yu eV

A8) El producto es distributivo respecto de la suma en K = R.
Sea u = (x1, g, ...,x,) € R" y a, 5 € R entonces,

(a+B)xu = ((a+ B, (a+ B)rg, ..., (0 + B)zn)
= (axy + Bry, axs + Py, ..., ax, + fx,) (distributiva en R)
= (axy,axy, ...,ax,) +v (b1, fxs, ..., Br,) (def. de suma)
= axu+ Bxu (def. de producto)

A9) El producto es distributivo respecto de la suma en V. = R". Sean u,v € R" y a € R. Se
deja como ejercicio verificar:

ax(u+v)=axu+axv
v v
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A10) Existe un elemento neutro para el producto por un escalar. Verificar que:

leR=1xu=uVucV=R"

Como V = R™ satisface las propiedades de A1) a A10), decimos que V = R" es un R-espacio
vectorial. También suele decirse que la cuaterna (R”, 4+, R, %) es un R-espacio vectorial.
\%

Ejemplo 1.1.3 Sea (R**%2, + R, *) con las operaciones definidas por:
R2x2

] Seau,vERQXQ:u:(&l bl) v
C1 d1

v aq + a9 bl + b2
R2x%2 ¢+ di+do

( = 22 > se define la suma como,
2

Ca

u +

es decir, es la suma usual de matrices.

s Sea o € R, u € R?*2 se define el producto por un escalar como,

axu=| ¢ b
 \ac d
Veamos si V = R?*? con esta suma y este producto cumple con la definicién de espacio vectorial.

» Se deja como ejercicio probar que se cumplen los axiomas de (A1) hasta (A5)

» Al analizar los aziomas definidos para el producto, si miramos el (A8), la propiedad dis-
tributiva para la suma de escalares vemos que, por un lado :

[ (a+B)a b\ [ aa+Pa b
(a+ﬁ)*u_<(a+ﬁ)c d>_(ac+ﬁc d)
Por otro lado:
[ aa b Ba b\ [ aa+Ba 2b
a*uRj;QB*u—(ac d)+(ﬁc d)_(ac—l—ﬁc 2d>

Por lo que resulta
aa+ PBa b y aa+ fa  2b
ac+ Be d ac+ Pe 2d
Luego para el producto asi definido, V.= R?**2 no resulta espacio vectorial.

Nota: Es conveniente aclarar que si al menos uno de los axiomas de espacio vectorial no se
cumple entonces, el ente propuesto no resulta espacio vectorial.

1.1.1. Propiedades de los espacios vectoriales
Propiedad 1.1.4 Sea (V,+,K, %) un K-espacio vectorial = 0xv =0y Yv € V
v
Propiedad 1.1.5 Sea V un K-espacio vectorial = a * Oy = 0y Va € K.
Propiedad 1.1.6 SeaV un K-espacio vectorial = (—a)*v = —(axv) = —axv Ya € K; v € V.

Ejercicio 1.1.7 Demostrar las propiedades 1.1.4, 1.1.5 y 1.1.6.
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1.2. Subespacios

En esta seccién estudiaremos ciertos subconjuntos distinguidos de un espacio vectorial.
A los subconjunto de vectores de un cierto espacio vectorial V, que preserven la suma y el
producto por un escalar, cuando nos restringimos a los elementos de dicho subconjunto, los
denominaremos subespacios. Con mas precision:

Definicién 1.2.1 Sea V un K-espacio vectorial, un subconjunto S # (); S CV se dice subes-
pacio de V, si el subconjunto S es en si mismo un espacio vectorial sobre K con las operaciones
vy

Ejercicio 1.2.2 Sea V = R? considerado como R-espacio vectorial, con la suma y el producto
usual, y sea
S = {($1,ZL‘2,$3) € R3 : T+ 3x9 — T3 = 0}

Demostrar que S es un subespacio de R3.

Teorema 1.2.3 Sea V un K-espacio vectorial, un subconjunto S # (); S CV es un subespacio
de V si y solo si satisface las dos siguientes propiedades:

1. Yv,w € S se cumple que, v +w € S
\
2. Yv € S; VA € K se satisface que, A\xv €S

Demostracion 1.2.4 » =) Puesto que S es subespcio de V satisface los ariomas de A1)
a A10), en particular, si \ € K y v € S entonces, por el axioma A6) Axv € S. Seaw € S
ya vimos que, A x v € S luego, por el axioma A7), 1 xv =v € S y por el axioma Al)
vg]—w €S, Yv,w € S.

» &) Supongamos ahora que, se cumplen 1) y 2) es decir que se satisfacen los axiomas
A1) y A6). La asociatividad y conmutatividad de la suma son heredadas. Para ver La
existencia del neutro de la suma, observemos que, 0 x v € S pero por la propiedad 1.1.4
se tiene, 0 x v = Oy € S. Para ver la existencia de inverso aditivo consideremos X = —1
entonces, —1 xv € S por la propiedad 1.1.6 se tiene, —1 x v = —v € S. Las propiedades
para los escalres, axiomas A7) a A10) se heredan.

O

Ejercicio 1.2.5 57V es un K-espacio vectorial, demostrar que:
a) S =V es un subespacio de V.
b) S = {0y} es un subespacio de V.

A estos subespacios se los llaman subespacios triviales.

Ejemplo 1.2.6 Retomando el ejercicio 1.2.2,

S = {(.731,1'2,1’3) € Rg T+ 31’2 — 71’3 = O}

Para ver que es un subespacio de V.= R3, es suficiente probar:

1) Ciertamente S C'V =R3, por la definicion de S
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2) Ogs = (0,0,0) € S esto se cumple porque el vector Ogs = (0,0,0) satisface, 0+3-0—7-0 = 0,
esto nos dice que, S # ).

3) Siv,w € S y supongamos que, v = (x1,x2,23) y w = (y1,Y2,y3) entonces, v + w =
(21 + Y1, T2 + Yo, x3 + y3). Al reemplazar en la ecuacion que define el subespacio S por las
coordenadas del vector v 4+ w se obtiene:

(Il +y1) +3([)§2 —|—y2) — 7(I‘3+y3) = (ZL‘l +3£L‘2 — 7x3)—|—(y1 +3y2 — 7y3) = 0—1—0 =0

A TV 4 VvV 7
=0 =0

Luego, v+w €S

4) Sia € Rywv eS, v=(x1,x9,23) entonces, av = (axy, axy, axs). Al sustituir en la
ecuacion que define el subespacio S por las coordenadas del vector av,

(axy) + 3(axs) — T(axs) = a(x1 + 3x9 — Tx3) = a0 =0

=0

es decir av € S. Por el Teorema 1.2.3 se concluye que S es un subespacio de R3.

Desde el punto de vista geométrico S, es un plano que pasa por el origen.

Ejercicio 1.2.7 Sea V =R" considerado como R-espacio vectorial, definimos:

H = {z = (1,22, ..., x,) : (x,v) =0}

Donde, v = (a1, as, ..., a,) # 0 es un vector fijo. Demostrar que H es un subespacio de V.= R".
Al subespacio H se lo denomina Hiperplano (por el origen) de R™. Por ejemplo:

» SV =1R? los hiperplanos de R? son las rectas por el origen.

» SV =13 los hiperplanos de R? son los planos por el origen.

1.2.1. Operaciones con subespacios

En esta seccion se vera como producir nuevos subespacios, a partir de ciertos subconjuntos
de un espacio vectorial dado, que tienen estructura de subespacio.

Proposicion 1.2.8 Sea V un K-espacio vectorial y sean S1 C 'V, So C 'V subespacios de V
entonces, S1 NSy es un subespacio de V.

Demostracion 1.2.9 De acuerdo con el Teorema 1.2.3 hay que probar que el producto por un
escalar es cerrado en S1 NSy y que la suma es cerrada en Sy N'Sy. Para ello,

1. Sean v,w € S; NSy luego, v,w € S1 y v,w € So. Como tanto S1 como Sy son subespacios
de V entonces, v+ w € S; yv+w € Sy, por lo tanto, v+ w € S; N Sy. De esta forma
resulta la suma cerrada.

2. Seav € S1NSy y A e K. Comov €S NSy entonces, v €Sy yv € Sy, luego, \v € S;
y A\v € So. Resulta pues que, \v € S; N'Sy. Puesto que se cumplen 1) y 2) del teorema
1.2.3, S1 NSy resulta un subespacio de V.
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O

Ejercicio 1.2.10 Sea V = R? como R-espacio vectorial, y sean

Si = {v = (21,29, 73) € R®: 2 + 29 — 13 =0}

Se ={w = A(1,0,1) +a(0,1,—-1) A\ o€ R}

4 Qué subespacio de R? es S; NSy 2. Describir geométricamente.
El siguiente teorema es una generalizacién de la proposicion 1.2.8.

Teorema 1.2.11 Sea {S;}ic; una familia de subespacios del K-espacio vectorial V, entonces,
la interseccion de esta familia de subespacios es un subespacio de V.

Demostracién 1.2.12 Se deja como ejercicio. Sugerencia: Considerar S = ﬂSi y probar que
iel
S cumple con las propiedades 1) y 2) del Teorema 1.2.3.

Observacion 1.2.13 La union de subespacios no es necesariamente un subespacio.

Ejercicio 1.2.14 Consideremos:
S = {(21,72) € R* : 2y + 25 = 0}

SQ = {(LC17$2) € Rz . 2512'1 — T9 = 0}

Mostrar que S; USy No es un subespacio de R?

Como la union de dos subespacios en general no resulta un subespacio, la idea es construir
un subespacio que contenga a los subespacios dados. Es por ello que damos la siguiente:

Definicién 1.2.15 Sea V un K-espacio vectorial, S1,Ss C V subespacios de V se define la
suma de los subespacios S1 y Sy como:

81+SQZ{UEVIU281+$2, SiESi,izl,Q}

La suma de subespacios no solo contiene a ambos subespacios ademas, tiene estructura de
subespacio, como lo demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.2.16 Sea V un K-espacio vectorial, S1,Sy C 'V subespacios de V. Entonces, S;+ S,
es un subespacio de V.

Demostracién 1.2.17 1. Sea v € S; + Sy por la definicion de suma, existen, sy € Sy y
So € Sy, tal que, v = 51+ S3. De forma similar, si w € S;+ Sy entonces, existen, s € Sy y

sy € Sy, tal que, w = s} + sh. Luego, v+w = (s1+ S2) + (8] + 55) = (51 + 87) + (s2 + 55).
e

€S1 €S2
Por lo tanto, v+ w € S1 + Ss.

2. Sea v € S; + Sy entonces, v = S1 + S con S1 € S1 Y S9 € So. Sea N € K luego,
A = A(s1 + $2) = Asy + Asa, por lo tanto, \v € S; + Sy. Puesto que se cumplen 1) y 2)
del Teorema 1.2.3, S1 4+ Sy resulta un subespacio de V.

O
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Ejercicio 1.2.18 Consideremos:
Sl = {(.1'1,33'2,373) € Rg X1 = O}
SQ = {(I‘l,l’27$3) < Rg X3 = 0}
Caracterizar S; + Sy e interpretar geométricamente.

Definicién 1.2.19 Suma D:irecta.
Sea V un K-espacio vectorial y sean S1,So C V subespacios de V. Diremos que S es suma
directa de S y So si cumple las siguientes propiedades:

i) S=S,+S,
ZZ) Sl ﬂSQ = {Ov}

En tal caso escribiremos:

S=518S,

1.3. Independencia Lineal

Definicién 1.3.1 Sea V un K - espacio vectorial. Diremos que v € V es combinacion lineal

de los vectores {vy, - , v} si existen escalares ay,- -, a,, € K tales que,
m
v = E a;0;
i=1
Observar que para que un vector sea combinacién lineal de los vectores {vy, -, v} el

sistema debe ser compatible determinado.

Definicién 1.3.2 Sea V un K - espacio vectorial. Un conjunto A = {vy,--- ,v,} es un sistema
de generadores deV si y solo si Yv € V, existen escalares aq,--- ,a, € K tales que,

V= iaﬂ)i (11)
=1

Es decir todo vector del espacio vectorial V, se escribe como combinacion lineal de los
elementos del conjunto A. En otras palabras para que existan los escalares aq,--- ,a, € K el
sistema planteado en (1.1) es compatible cualquiera sea v € V.

Ejemplo 1.3.3 1. Sea V =R? entonces, el conjunto A = {ey,es} donde,
€1 = (1,0), €9 — (0, 1)
es un sistema de generadores de R2.

2. Sea V =R>*? entonces, el conjunto A = {E\1, E1, Ea1, Eay} donde,

10 01 00 00

es un sistema de generadores de R**2.
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3. Sea V=P, = {p:pes polinomio a coeficientes reales de grado menor o igual que 2}
entonces, el conjunto

A={1, x, 2%}

es un sistema de generadores de Py.

0 0 10 11
__ TR2x2 . _ .
4. Sea V=R yseaelconjuntoA—{(O 1), (0 1), <0 1)}.Elconjunt0A
no constituye un sistema de generadores de R**2.

Definicién 1.3.4 Sea V un K - espacio vectorial. Diremos que el conjunto A = {vy, -+ ,v,}
es linealmente independiente si se cumple:

Zaivizowéaizo,lgigr (1.2)
i=1

Es decir la unica forma de escribir el vector nulo del espacio vectorial V, como combinacion
lineal de los elementos de A, es con todos los escalares nulos. Esto se cumple si y solo si el
sistema planteado en (1.2) es compatible determinado.

Ejemplo 1.3.5 Sea el R - espacio vectorial V.= {f : f es funcién derivable} considerando la
suma y el producto por un escalar usual. Sea A = {cos(z), sen(z)}, demostrar que este conjunto
es linealmente independiente.

Solucién 1.3.6 Sean ay,as € R, planteamos:

aicos(z) + agsen(z) =0 (1.3)

esta ultima tgualdad se debe cumplir cualquiera sea x € R. Para ver que oy y as son idéntica-
mente nulos, derivamos miembro a miembro la ecuacion (1.83), de esta forma obtenemos:

—ay sen(z) + agcos(x) =0

Luego, llegamos al sistema de dos ecuaciones con las incognitas oy y ao dado por:

(1.4)

ajcos(x) + agsen(x) =0
—aysen(z) + agcos(x) =0

cos(x) sen(x)
—sen(z) cos(x)

o ( cos(z) —sen(z) )

La matriz asociada al sistema es, M = ( ), cuya 1versa resulta:

sen(z)  cos(x)

Puesto que el sistema 1.4 se expresa en la forma, M ( 31 ) = < 8 ) se tiene,
2

()= () = ()= (0) = () =(0)

Por lo tanto el sistema es compatible determinado, cuya unica solucion es c; =0 y ap = 0.
Resulta entonces que, A = {cos(z),sen(x)}, es linealmente independiente.

Ejercicio 1.3.7 Probar que los conjuntos definidos en el ejemplo 1.3.3 son linealmente inde-
pendientes.

Definicién 1.3.8 Sea V un K - espacio vectorial. Diremos que el conjunto A = {vy, -+ ,v,}
es linealmente dependiente si no es linealmente independiente.
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1.3.1. Propiedades

Proposicién 1.3.9 Sea V un K - espacio vectorial y sea A = {vy,--- ,v,} una familia de
vectores linealmente independiente. Si v es combinacion lineal de los elementos de A entonces,
la combinacion lineal es unica.

Demostracion 1.3.10 Puesto que v es combinacion lineal de los elementos de A entonces,
v="> ", ;. Supongamos que el vector v también se escribe en la formav =Y . | Bv; luego,

ZOtz"Ui = Zﬁivi < Z(Oéi — Bi)vi = Oy
i=1 i=1 i=1
Al ser A linealmente independiente tenemos que,

a—Bi=0&o0 =7

con lo cual la combinacion lineal es unica. [

Proposicién 1.3.11 Sea V un K - espacio vectorial y sea A = {u} con u # Oy entonces, A es
linealmente independiente.

Demostracién 1.3.12 Sea au = Oy, si se supone que, o # 0 entonces, existe o™ y por lo
tanto,
a Hau) =a 0y = u =0y
Absurdo. Asi resulta, « = 0 y entonces A es linealmente independiente. [
Proposicién 1.3.13 Sea V un K - espacio vectorial y sea A = {vy, -+ ,v,} un conjunto

finito y no vacio. A es linealmente dependiente si y solo si algin vector de A se escribe como
combinacion lineal de los otros vectores del conjunto A.

Demostracién 1.3.14 =) Puesto que A = {vy,--- ,v,} es linealmente dependiente entonces,
existen vy, - -+, no todos nulos, tales que,
0411114—-”—i—ozjvj—i-”-—l—oznvn:OV

supongamos que o; # 0 entonces,

a{ .
i=1,i#j J

<) Puesto que un cierto v; se escribe como combinacion lineal de los restantes vectores de
A, se tiene,

v = i )\ﬂ)i = Vj + i (_)\i)vi = OV

i=1,i#j i=1,i#j]

lo cual dice que el conjunto A es linealmente dependiente. [
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Ejemplo 1.3.15 Sea V =Py = {p: p es polinomio de grado menor o igual que 2} entonces,
el conjunto

A={1+2x, —1+32% —32° -2z}
es linealmente dependiente pues,
(1).(1 +2z) + (1).(=1 4 32*) + (1).(=32* — 27) = Op,
de la ultima igualdad podemos despejar por ejemplo:
—32% — 2z = (—1).(1 4 2z) + (=1).(=1 + 32?)

con lo cual el vector —3x? — 2x se escribe como combinacion lineal del resto de los vectores del
conjunto A.

Proposicién 1.3.16 Sea V un K - espacio vectorial y sea A = {v1,--+ ,v,} un sistema de
generadores de V, linealmente dependiente. Entonces, existe un vector v; € A tal que el conjunto
A —{v;} es sistema de generadores de V.

Demostracion 1.3.17 Puesto que A es linealmente dependiente entonces por la Proposicion
1.3.13, existe un vector v; € A que se escribe como combinacion lineal de los restantes ele-
mentos de A, es decir v; = ZLM# Biv;. Por hipdtesis, al ser A = {vy, -+ ,v,} un sistema de
generadores de V, cualquiera se sea v € V, se escribe como combinacion lineal de los elementos
de A, esto es,

U:Zozwi=a101+--~+ajvj—|—~~+oznvn (1.5)
=1

., n . s . -
Reemplazando en la expresion (1.5) a v; por 2._, .. Bivi y asociando los términos homdlo-
gos, se tiene,

v= (a1 +oib)vr + -+ (o1 + @Bi1)v-1 + (@ + @Bja) v -+ + (@ + a;fn)n
En esta ultima expresion el vector v estd escrito como combinacion lineal de

{U17 U1, Uy, 0 7Un}

en este conjunto no aparece v; es decir que el conjunto A — {v;} es sistema de generadores de
V. O

1.4. Base y Dimension

En esta seccion vamos a estudiar ciertos conjuntos de un espacio vectorial finitamente gene-
rado. Estos conjuntos de vectores tienen la particularidad de que cualquier vector del espacio
se puede expresar como combinacion lineal de los elementos de dicho conjunto. Ademas la
combinacion lineal hallada para cada vector es tnica.
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1.4.1. Base de un espacio vectorial

Definicién 1.4.1 Sea V un K - espacio vectorial. Un conjunto B = {vy,--- ,v,} es una Base
del espacio vectorial V, si solo si, B es un sistema de generadores de V y B es linealmente
independiente.

Observacion 1.4.2 FEl conjunto de n-vectores B = {vy,- -+ ,v,} se considera ordenado es decir
que si se cambia el orden de los elementos de B se obtiene otra base se V.

Ejemplo 1.4.3 1. Sea V = R" entonces, el conjunto B = E,, = {ey, -+ ,e,} donde, e; =
(0,---,1,---,0) es el vector de R™ que en la i-ésima posicion tiene un 1 y en las restantes
posiciones tiene ceros, resulta una base del espacio vectorial R™. Al conjunto E, se lo
denomina la Base Canonica de R".

2. Sea V.= R**? entonces, el conjunto B = Eayxy = {E11, E12, Fa1, Fa} donde,

10 01 00 0 0
a=(g0) Ba=(0 o) B=(10) Ba=(7 )

es una base de R**2. A Fyyo se la llama la Base Candnica de R?*2.

3. Sea V=P, ={p: p es polinomio a coeficientes reales de grado menor o igual que n}

entonces, el conjunto
_ 2 n
B=A{1, z, z*,---, 2"}

es una base de P,,.

Ejercicio 1.4.4 Probar que los conjuntos definidos en el ejemplo 1.4.3 son bases de los respec-
tivos espacios.

Observacion 1.4.5 Base de un subespacio:

Dado V un K - espacio vectorial y S C 'V un subespacio de V. Puesto que, por definicion S es
en si mismo un espacio vectorial entonces, podemos hablar de base de este espacio vectorial en
el sentido de la Definicion 1.4.1.

El siguiente ejemplo muestra como hallar una base de un subespacio definido por un sistema
de ecuaciones.

Ejemplo 1.4.6 Sea S = {(x1, 79,23, 14) € R* : 21 + 29 = 23, 52y + 225 — 24 = 0}, se pide:

a) Probar que S es un subespacio de R*

b) Hallar una base del subespacio S

Solucién 1.4.7  a) Se deja como ejercicio.

b) Para hallar una base del subespacio S debemos encontrar un conjunto Bs que sea un
sistema de generadores de S y que ademds resulte linealmente independiente. Para ello
notemos que por la definicion de los elementos de S se cumple que,

T1+ To = T3

V= ($1,I’2,[L‘3,[E4) ES@{ By + 225 — 24 = 0
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de donde se obtienen las siguientes relaciones:

T3 =T+ To
Ty = 21‘1 + 71’2
Luego,
v = (21,79, 73,74) €ES < v =121(1,0,1,2) + 22(0,1,1,7)
Esto nos dice que, S = gen{(1,0,1,2), (0,1,1,7)}. Se deja como ejercicio probar que

el conjunto {(1,0,1,2), (0,1,1,7)} es linealmente independiente. Por lo tanto Bs =
{(1,0,1,2), (0,1,1,7)} es una base del subespacio S.

Teorema 1.4.8 (de extension a una base) Sea V un K-espacio vectorial y sea B =

{v1,+ -+ ,v,} una base de V. Sea {wy, - ,wy} un conjunto linealmente independiente que no
es sistema de generadores de V entonces, existen {Wmi1,- -+ , Wmip}, tales que,
{wla oty Wy Wine41, 0 0 7wm+p}

es una base para el espacio vectorial V.

Demostracién 1.4.9 Consideremos el conjunto A = {wy, -+ , Wy, v1, - ,v,}. El conjunto A
es linealmente dependiente y ademds sistema de generadores de V. Por la Proposicion 1.5.16
existe v;, tal que, el conjunto A—{vj,} es sistema de generadores de V. Si A—{v;, } resulta un

conjunto linealmente independiente entonces A—{v;,} = {wy, -+ , Wy, -+ 01, ,0j1, -+ , U}
es base de V y w1 = v;, 1 <i<mn,i# ji. St A—{vj,} es linealmente dependiente entonces, se
repite el proceso, hasta que en un nimero de pasos p obtenemos, B = {w1, -+ , Wy, Wint1, -+, Wintp }

que resulta una base V [

Proposicién 1.4.10 Sea V un K-espacio vectorial y sea B = {vy,--+ ,v,} una base de V. Sea
{wy, - ,wn} un conjunto linealmente independiente entonces, m < n
Demostracién 1.4.11 Por ser B = {vy,--- ,v,} base de V, los vectores w; se escriben como

combinacion lineal de los elementos de la base B

Wy = 11V + Q91U + -+ - + Q1 Uy
Wy = (19U + Q99U + - -+ + Qo)

Wy, = A1pU1 + QU + + -+ Qi Uy,

Se sabe que {wq,- -+ ,wy,} es linealmente independiente, por lo tanto el sistema:
prwy + Bows + -+ + Brwm = Oy (1.6)
tiene unica solucion B; = 0, j = 1,--- ,m. Al sistema 1.6 lo podemos explicitar de la

siguiente forma. Reemplazamos por cada w; = o101 4+ qajVe + -+ - + apjvy, en la expresion 1.6
y se llega a,
(allﬁl + -+ almﬁm)vl + -+ (anlﬁl + -+ anm5m>vn = OV

Como B = {vy,--+ ,v,} es linealmente independiente, se concluye que los escalares que
acompanan a los v;, deben ser cero. De esta forma nos queda planteado:
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a B+ -+ apfm =0

Cknlﬁl + - +anm6m =0

Para que este sistema sea compatible determinado (no puede tener mds incdgnitas que ecua-
ciones), se debe satisfacer que, m < n [J

Proposicién 1.4.12 Sea'V un K-espacio vectorial y sean By = {uq, - ,u,}, By = {wy, -+ ,wy},
bases de V entonces, n =m

Demostracion 1.4.13 Como B, es linealmente independiente y By base, entonces por la pro-
posicion anterior debe ser m < n. Razonando en forma andloga como Bi es linealmente in-
dependiente y By base entonces, n < m. Por ser m < n yn < m se concluye que, n = m

O

Observacion 1.4.14 La Proposicion 1.4.12 nos dice que el niumero de elementos de una base,
no varia cuando se consideran distintas bases del mismo espacio vectorial. Esto nos lleva a la
siguiente definicion.

1.4.2. Dimension de un espacio vectorial

Definicién 1.4.15 SeaV un K - espacio vectorial, la dimension 'V es el cardinal de cualquiera
de sus bases.

Observaciéon 1.4.16 Si V es K-espacio vectorial denotaremos con dimg (V) a la dimension
del espacio vectorial V sobre el cuerpo K. En estas notas nos restringiremos al caso K =R y
por lo tanto escribiremos dimg(V) = dim(V).

Observaciéon 1.4.17 Sea 'V es R-espacio vectorial y supongamos que S C 'V es un subespacio de
V, definimos su dimension como el cardinal de cualquiera de sus bases y escribimos dimg(S) =
dim(S).

Ejemplo 1.4.18 1. Sea V =R" entonces, dim(R") = n.
2. Sea V.=TR**? entonces, dim(R**?) = 4.
3. Sea V=P, = {p:p es polinomio de grado < n} entonces, dim(P,) =n+ 1.
4. Para el subespacio definido en el ejemplo 1.4.6,
S = {(x1, 22, 23, 24) € R* : 21 + 29 = 23, 529 + 225 — 14 = 0}

Vimos que,

Bs ={(1,0,1,2), (0,1,1,7)}
es una base del subespacio S luego, dim(S) = 2.
Proposicién 1.4.19 Sea V un K-espacio vectorial, dimg (V) = n entonces, se cumple que:

a) SiB={vy, -+ ,v,} esun conjunto den vectores de V linealmente independiente entonces,
B es una base de V.
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b) Si B={vy, -+ ,v,} es un conjunto de n vectores que generan V entonces, B es una base
de V.

Demostracién 1.4.20 a) Si el conjunto B = {vq,--- ,v,} no fuera un sistema de genera-
dores de V, puesto que B, por hipdtesis es linealmente independiente, podemos extenderlo
a una base de V digamos, B' = {v1, -+ ,Un,Uns1, "+ ,Unsk}, pero entonces resultaria
n+k > n lo cual no puede ser pues dimg(V) =n. Con lo cual B = {vy,--- ,v,} resulta
una base de V.

b) Si el conjunto B = {vy,--- ,v,} fuera linealmente dependiente entonces, existe v;, € B
tal que, B — {v;,} es sistema de generadores de V, si pasara que el conjunto B — {vj, }
no fuera linealmente independiente, se repite el proceso hasta obtener un conjunto B’ =
B—{vj,,- -+ ,v;,} que resulte linealmente independiente,y como es sistema de generadores
de V el conjunto B’ resultaria base de V y de esta forma cardinal(B') < n = dimg(V),
absurdo. Luego, B = {vy,--- ,v,} es linealmente independiente y por lo tanto una base
de V. [J

Observacion 1.4.21 La proposicion 1.4.19 nos dice que conociendo la dimension del espacio
vectorial, resulta mds rapida la busqueda de una base del espacio pues, dado un conjunto de
n-vectores basta con ver si es sistema de generadores del espacio o bien ver si es linealmente
independiente. Esto es, si V es un R-espacio vectorial tal que, dim(V) = n entonces,

i) Un conjunto de n-vectores linealmente independientes es base de V.
i1) Un conjunto n-vectores que generan a 'V es base de V.

iii) Todo conjunto con mds de n-vectores en un espacio vectorial tal que, dim(V) = n, es
linealmente dependiente.

Ejemplo 1.4.22 1. Sea V = R? entonces, el conjunto B = {(1,1),(1,—1)} es linealmente
independiente por lo tanto es base de R2.

2. Sea V=TR2 el conjunto A = {(1,1),(0,1),(1,—1)} es un sistema de generadores de R?,
pero por la Proposicion 1.4.19, el conjunto A es linealmente dependiente pues, Card(A) =
3. Como A es sistema de generadores de R? podemos extraer una base desde el conjunto
A. El conjunto B = {(1,1),(0,1)} es sistema de generadores de R* y por lo tanto base.

Proposicién 1.4.23 Sea V un K-espacio vectorial, dim(V) =n y sea W C V un subespacio
de V con dim(V) = n = dim(W) entonces, W =V

Demostracién 1.4.24 1) Si dim(V) = dim(W) = 0 entonces, W =V = {0y }.
2) Sidim(V) = dim(W) =n >0, sea B = {wy, - ,w,} una base de W, como el conjunto B
son n-vectores linealmente independientes en un espacio de dimension n luego, B también

es base de V. Si tomamos un vector arbitrario v € V entonces, por ser B = {wy, -+ ,w,}
base de V, el vector v se escribe en la forma:

v=ow + -+ aw, € W

Luego V C W, como ademds se cumple W C'V entonces, W =V. [
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1.4.3. Dimensién del subespacio suma

Recordemos que dados S; y Sy dos subespacios del espacio vectorial V sobre el cuerpo K,
se define el subespacio suma como:

Si+Se={veV:iv=s+s s, €S, 1 =1,2}

El siguiente teorema muestra como se relacionan las dimensiones de cada subespacio con la
dimensién del subespacio suma.

Teorema 1.4.25 Sea V un K-espacio vectorial con dim(V) =n. Sean Sy y Se dos subespacios
de V entonces,

dzm(Sl + Sg) = dzmSl + dzm82 - dzm(Sl N SQ)

Demostracién 1.4.26  a) Supongamos que S; # {0y} # Ss y que S; NSy # {0y}, por lo
tanto, dimS; = ny > 0, dimSs = ny > 0 y dim(S1 N'Sy) = p > 0. Sea B una base del
subespacio interseccion S; NSy,

B:{Ulv"' 77}10}

Puesto que B es linealmente independiente se puede extender a una base de Sy, sea By =

{vi, -+ ,vp, w1, -+ W, —p} una base de S;.
De forma andloga sea, By = {vy, - ,vp, 21, , Zny—p} una base de Sy. Se afirma que,
BS1+S2 = {Ula o, Up,Wey ottty Wy —py 21,00 aznz—p}

es una base de S;+Ss. Para ver esto hay que probar que Bs, 1s, es sistema de generadores
y linealmente independiete.

i) Veamos que Bs,is, es sistema de generadores de Sy + So. Para ello sea v un vec-

tor arbitrario de S; + Sy entonces, v = S$1 + S92, 8; € S;, © = 1,2. Puesto que
s1 € Sy entonces, s1 se escribe como combinacion lineal de los elementos de By =
{v1, -+, vp, w1, -+ Wny—p}, esto es,

$1=01v1 + -+ vy + Srwr + -+ By —pWny—p

De forma similar el vector sy se escribe como combinacion lineal de los elementos
de By en la forma:

82 - 'Ylvl + c + ,YP,UP + 5121 + R + 5n2—pzn2—p
Por lo tanto v se escribe como,
v = (a’l =+ 71)711 +e (ap +7p)vp + ﬂlwl +ee +ﬁn1fpwn17p "—5131 +- 4+ 6n27pzn2*p

FEs decir Bs, s, es sistema de generadores de Sy + Ss.

it) Probaremos ahora que Bs, s, es linealmente independiente. Para ver esto plantea-
mos:

)\11)1 + -+ )\p'Up + /Blwl + -+ ﬂn1*pwn17p + 6121 + -+ §n27pzn27p = OV
Esta ultima identidad nos dice que,

A1+ AUy 4 Brws + - A By —pWny—p = (=01)21 + -+ + (—0ny—p) Zng—p (1.7)
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Si se designa por u = \vy + -+ + A\pvp + Brwr + - - 4 Bp,—pWn,—p Se observa que
u € Sy, por ser combinacion lineal de los elementos de By. Se puede observar que el
vector u también, se escribe en la forma, uw = (—1)z1 4+« + (=0Ony—p) Zny—p Y pOT lO
tanto u € Sy. Como u pertenece tanto a S1 como a Sy entonces, u € S1 NSy es decir
que el vector u = (—01)z1 + - + (—0ny—p)Zne—p Se€ escibe como combinacion lineal
de los elementos de la base de la interseccion, B = {vy,--- ,v,} es decir,

W= (805 (O )y = L+
de donde obtenemos:
0121+ F Opg—pZng—p + V1 + - + 10, = Oy
Puesto que By = {vy,- -+ ,Up, 21, -+ , Zn,—p} €S linealmente independiente entonces,
0; =0, i=1,---np—py 7,=0, j=1---,p
Si se reemplaza por 6; =0, i =1,--+ ,ny — p en la ecuacion (1.7), se obtiene,
AL e AUy Brwy 4 By, = Oy

Y puesto que By = {vy1,- -+ ,Vp, w1, -+ , Wy, —p} es linealmente independiente se con-
cluye que,

)\izoa Z:L DY /szov ]:17 1 — P
Luego Bs, +s, es linealmente independiente.

iti) Por i) y ii) Bs, s, es base para el subespacio S1 + Sy cuyo nimero de elementos es,
Card(Bs,ss,) =p+ (n1 —p) + (n2 —p) =n1 +ng —p
Lo cual dice que,
dim(S1 + Sy) = dimS; + dimSs — dim(S; N'Sy)
b) Se deja como ejercicio el caso Sy # {0y} # Sy y S1 NSy = {0y} O

Nota: Es importante observar que la parte a) del Teorema 1.4.25 nos ensena como hallar
una base del subespacio suma que contenga una base del subespacio interseccion.
Para ello se halla primero una base de la interseccién. Una vez obtenida dicha base se completa
a una base del primer subespacio, de manera similar a la base del subespacio interseccién se
la completa a una base del segundo subespacio. Finalmente se considera el conjunto en el cual
tenemos los elementos de la base del primer subespacio y completamos con los elementos de la
base del segundo subespacio sin repetir los elementos que son base de la interseccién.

Corolario 1.4.27 Sea V un K-espacio vectorial con dim(V) = n. Sean Sy y Sy dos subespacios
de V entonces,

Demostracién 1.4.28 Es la parte b) del Teorema 1.4.25 0

Ejemplo 1.4.29 Sea V = Py, consideremos los subespacios de Py definidos por:

Si={peVip=ar?+br+c, a—b+c=0}
Sy = gen{3, 2z + 1}

Se pide:



a)
b)
c)
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Hallar una base de S1 N'Sey
Hallar una base de Sy + Sy que contenga una base de la interseccion.

Verificar que se cumple: dim(S; + Sp) = dimS; + dimSy — dim/(S; N Sy)

Solucién 1.4.30  a) Consideremos p € S;NS,. Por estar p en' Sy se cumple: p = ax?+bx +

b)

¢, a—b+c=0 o equivalentemente p = ax® + (a + ¢)x + c. Puesto que p también estd en
So wverifica: p = 3a + B(2x + 1) = 2Bx + (Ba + ) es decir,

p=ar’+ (a+c)r+c
p =28z + (3a+P)

de donde obtenemos:

Por lo tanto,
a=0
c=20
B =3«

Reemplazando a B por 3a en p = 20z + (3ac+ ) se obtiene, p = 6ax + 6 = 6a(x + 1)
es decir que,
S1 NSy = gen{z + 1}

Observar que se obtendria el mismo resultado si se reemplazara por ¢ = 26 ya = 0 en
p=ax’+ (a+c)x+c, esto es, p=0z*+ (0+ 20)z + 28 = 28(x + 1).
Ademds tenemos que una base para la interseccion es Bs,ns, = {x + 1} y esto nos dice
que,

dim(S;NSy) =1

Sabemos por la parte a) que una base para la interseccion es, Bs,rs, = {x + 1}, para
completar este conjunto a una base de Sy, veamos primero cudles son los generadores de
Sy. Para ello recordemos que p € Sy < p = ax?*+(a+c)z+c es decir, p = ar’*+(a+c)r+c =
a(x?® + ) + c(z + 1) por lo tanto,

S1 = gen{z® + z, x +1}

Se deja como ejercicio probar que el conjunto {x*+x, x+1} es linealmente independiente.
Luego Bs, = {z* + z, z + 1} es base de S, que extiende la base de la interseccion. Es de
notar que, dim(S;) = 2.

Sabemos que Sy = gen{3, 2x + 1} y observando que,

1
2v+1=(-5)3+2c+1)

esto nos dice que So = gen{3, 2z + 1} = gen{3, = + 1}. Se deja como ejercicio ver que
{3, x+1} es linealmente independiente, de esta forma resulta, Bs, = {3, =+ 1} una base
para Sy de donde deducimos que , dim(Sy) = 2.
Se deja como ejercicio probar que una base del subespacio suma (que contiene una base
de la interseccion) es,

Bs,is, = {#* +z, z+ 1, 3}

de esto se deduce que la dimension del subespacio suma es, dim(S; +Sy) = 3
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c) En los items a) y b) vimos que, dim(S; NSy) = 1, dim(S;) =2 y dim(S; +S3) = 3. Por
lo tanto,

Verificindose la tesis del Teorema 1.4.25.

Ejercicio 1.4.31 Sea V un R-espacio vectorial, dim(V) =4 y sea B = {v1,v9,v3, 04} base de
V. Consideremos los subespacios de V definidos por:

Wy = gen{vy + v, v3 + v4}
Wy = gen{v; — vo, v3 + v3,v1 + v3}
Se pide:
a) Hallar dim(Wy) y dim(Wy)
b) Hallar una base de Wy N Wy en términos de los elementos de la base B = {vy, vg, v3, 04}
c) Calcular dim(W; + W)

d) Descomponer el vector u = 3vy + 2v3 +vg como, u = wy + ws donde, w; € Wy y we € Wy

1.5. Cambio de base

1.5.1. Coordenadas

Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n y sea B = {vy,- - ,v,} una base de V. Sabemos
que dado v € V, existen unicos escalares aq, - -+ , a, tales que satisfacen,

V= QU1 + QoUy + -+ + U,

Como esta forma de escribir al vector v como combinacién lineal de los vectores de B =
{v1,+-+ ,v,} es tnica, a las a;,i = 1,--- ,n se las llama coordenadas del vector v, respecto
a la base B y se denota por:

g

wp=|

Qn

Observacién 1.5.1 1. Es de notar que independientemente de la naturaleza de v siempre
el vector coordenadas es un vector que pertenece a R es decir, [v]p € R™*!.

2. Si se cambia la base (respecto a la cual tomamos coordenadas) entonces, las coordenadas
del vector cambian.

Ejemplo 1.5.2 Sea V=Py y B={2, 3+, 1+ 2%} una base de V. Se desea determinar las
coordenadas de p = 2 + x + x? respecto a la base B.
Para poder encontrar las coordenadas de p respecto a B planteamos,

p=2+z+12°=01(2) + a3+ ) + az(1 + 2?)
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de donde,
20&1“}‘30(2"‘0(3 =2

g = 1
3 = 1
Entonces,
—1
=] 1
1

¢ Cudles son las coordenadas de p respecto a la base B' = {1, z, z*} ¢

1.5.2. Matriz de cambio de base

Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n y sean By = {uy, -+ ,u,}, By = {v1, -+ ,v,}
bases de V. Sea v € V y supongamos que al tomar coordenadas respecto a By y By obtenemos,

aq 51
o= | |y W= |
Q, Bn

Nos preguntamos: ;Qué relacién existe entre [v|p, y [v]p, 7. La respuesta la encontramos a
continuacion:

Teorema 1.5.3 (Matriz cambio de base) Sean B, = {uy, - ,un}, Bs = {v1, - ,0,}
bases del R - espacio vectorial V, dim(V) = n. Cualquiera sea v € V, existe una tinica matriz
wmvertible P € R™™™ tal que,

a1 B
o= | |y =] 2
o fu
Esto nos dice que el vector v se escribe en la forma,
V= Uy + Qalls + - - + iy, (1.8)
y también v se escribe como,
v = B1vy + Pavs + - -+ + B, (1.9)

Ahora bien igualando las identidades (1.8) y (1.9) se tiene,
V= aquy + Qo + - -+ apuy, = Biog + Bovg + -+ B, (1.10)

Supongamos por ahora que los escalares 3;, i = 1,--- ,n de (1.9) estan dados (son datos) y que
queremos determinar los escalares o, 1 = 1,-+- ,n de (1.8). Para ello escribimos los vectores
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uj, j=1,---,n como combinacion lineal de los vectores de la base By, esto es,

U] = a11V1 + ag1V2 + - - - + an1 Uy,
U; = a1;01 + Q2;V2 —+ -4 QpjUp (111)

Up = Q1,01 + A2,V + - -+ + AppUy

Reemplazando en la igualdad (1.10) por las relaciones (1.11) y agrupando convenientemente se
llega a:
511)1 + 52212 + -4 ann = (a1a11 + Qa9 + -+ analn)vl
"‘(051(121 -+ Qo99 + -+ &nagn)vg

(1.12)
+(a1an1 + Q20n2 + -+ Oénann)vn
Es de observar que por ser By una base y por la Proposicion 1.3.9, los escalres B;, i =1,-++ ., n
son unicos con lo cual se llega al siguiente sistema de ecuaciones:
1= aiay + aeaip + -+ apan,
fo = auag + qoags + -+ ua,
| | (1.13)
ﬁn = Q10p1 + Q20p2 + -+ + Qppy
Cuya expresion matricial es:
B aip Qi2 -+ Qin aq
B2 21 Q22 -+ Q2p (&%)
. = . . . . (1.14)
Bn Qp1 Ap2 - Anp Qo

Ahora bien el sistema (1.14) (cuyas incognitas son las «;) tiene unica solucion si y solo si, su
matriz asociada es invertible. Que tiene solucion unica esta asequrado por la Proposicion 1.3.9,
por lo tanto su matriz asociada es invertible. Llamando P a la matriz,

ailz Aaiz - Qip

ag1 Q22 -+  Q2p
P =

ap1 Ap2 - Ann

Se tiene que el sistema (1.14) se escribe en la forma, [v|p, = Plv]p, y puesto que P es invertible
tenemos:

[U]B1 = P_I[U]Bz

La altima identidad resuelve el problema cuando los escalares B;,i =1,--- ,n de (1.9) son datos
y que queremos determinar los escalares a;, 1 =1,--- ,n de (1.8).
En el caso que los ;i = 1,--+ ,n de (1.8) estan dados y que queremos determinar los escalares

Bi, i=1,--+ ,n de (1.9) utilizamos,
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Notacion y Nombre: A la matriz P del Teorema 4.3.4 se llama Matriz cambio de la
base B; a la base B, y la notamos por:

P - C(Bl, BQ)

Observemos que las columnas de la matriz C'(By, By) son los vectores coordenadas de los u;,
cuando se escriben como combinacién lineal de los elementos de By, esto es, [u;]p,.
La matriz P~! es la matriz cambio de base de By a B; esto es,

P_l - C(BQ,Bl)

Por lo tanto,
C(Bay, B1) = (C(Bi1, By)) ™!

Ejemplo 1.5.5 Sean By = {u1,us} = {(1,2),(1,—1)}, By = {v1, v} = {(1,-1),(1,1)} bases
R? se pide,

1. Hallar las coordenadas de v = (2,7) con respecto a la base By

2. Hallar la matriz cambio de base de B; a By

3. ¢Cudles son las coordenadas de v = (2,7) con respecto a la base By ¢
Solucién 1.5.6 1. Se deja como ejercicio ver que, v = (2,7) con respecto a la base By

v=(2,7) = 3us + (—1)us

[v]p, = ( _31 )

2. Para hallar la matriz cambio de base C(By, By), hay que escribir los vectores de la base
By con combinacion lineal de los vectores de la base By, planteamos:

Por lo tanto,

Up = A11V1 + a21V2
Ug = G101 + G220

lo cual es equivalente a decir que,

[ur]B, = ( Z; ) y luslp, = ( Zz )

Por lo tanto la matriz buscada es,

C(Bl,Bg) _ < a1l a2 )

a21 A2

1
0
3. Por el Teorema de matriz cambio de base, se tiene,

v, = C(B1, B2)[v]B,

Se deja como ejercicio comprobar que,

C(By, By) = (

=

oI,

Entonces,
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Capitulo 2

Espacios con Producto Interno

Para dotar a un espacio vectorial de las nociones de distancia, ortogonalidad y angulo, es
necesario definir en el espacio vectorial, un producto interno. En esta seccién se generaliza la
definicién dada de producto interno en R™. En lo que sigue se consideran espacios vectoriales
sobre el cuerpo R.

2.1. Producto Interno

2.1.1. Definiciones y ejemplos

Definicién 2.1.1 Sea V un R - espacio vectorial, la aplicacion que a cada par de vectores
u,v € V le asigna un escalar (u,v) € R se la denomina producto escalar o producto
interno en 'V si verifica:

1. Bilinealidad uq,us, vy, v9,u,v €V, a, 5 € R
(auy + Bug, v) = a(ur, v) + B(uz, v)
(u, vy + Bug) = a(u, v1) + Bu, va)

2. Simetria u,v € V

(u,vy = (v,u)

3. Definido positivo u € V
(u,uy > 0,Yu € V

(u,u) =0 < u =0y

I Y1

. 1 L2 Yo
Ejemplo 2.1.2 1. Sea V=R"" u = o |,v= . |. Se define

T Yn

n
(u,v) = u'v = Zaciyi
i=1

Se deja como ejercicio comprobar que con esta definicion, se verifican las propiedades de
un producto interno. A este producto interno en R™*! se lo denomina producto interno
candénico de R™!.
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_ T2x1 _ 21 _ hn _ 1 —1
2. Sea V=R ,u-(x2)v—<y2)yA—<_1 2>.Sedeﬁne

(u,v) = u'Av = T1y1 — T1Y2 — Ty1 + 2720
Comprobemos que se verifican las propiedades de un producto interno.
a) Bilinealidad uy,us,v € V=R>! o R

(ozul + 5112, U> (au1 + BUQ)tAU

NP

Por def.
= (a(uy)' + Blug)") Av = (a(u1)'A + Blug)tA)v
= a(uy)"Av + B(uz)" Av afuy, v) + flug, v)

De esta forma llegamos a,
(auy + Buz,v) = aur,v) + Bluz,v)

La simetria que probaremos en b) implica la linealidad en la sequnda componente del
producto.

b) Simetria u,v € V

(u,v) = wAy= (Av) =v'Au = v'Au= (v,u)
—~— —

Por def. €R A es sim.
¢) Definido positivo u € V veamos primero que,

(u,uy > 0,Yu € V

I
Para ello, sea u = < ) entonces,

)
(u,u) = u'Au = 23 — 22129 + 203 = (z; — 22)? + 25 > 0,Yu € V

Veamos si se cumple
(u,u)y =0< u =0y
para ello, supongamos, (u,u) = 0 entonces,

(r1 —29)? =0

=x1=0, 2z9=0
xgzo 1 9 2

(xl—x2)2+$§:0:>{

Inversamente si suponemos que u = Oy = x1 = 0, o = 0 luego,
(u,u) = (1 —23)° + 25 =0
Asi resulta (u,v) un producto interno en V = R?**!

Puesto que si consideramos V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno,
(u,v) entonces, por ser definido positivo se cumple, (u,u) > 0,Yu € Vy (u,u) =0 < u = Oy
tienen sentido la siguiente definicién:
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Definicién 2.1.3 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,) se define
la Longitud o Norma, que denotaremos por, || || como,

lull = v/ (u, )

Otra nocién que aparece cuando al R - espacio vectorial, V, se lo dota de un producto
interno es la nocién de perpendicularidad u ortogonalidad.

Definicién 2.1.4 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,) se dice
que u € V es Ortogonal a v € V que denotaremos por ulv, si y solo si,

(u,v) =0

Ejemplo 2.1.5 Sea V=R*>*! = )= " y A= -l . Se define,
T2 Y2 -1 2

(u,v) 4 = u' Av = 2191 — T1Y9 — Toy1 + 229Ys

como en el ejemplo 2.1.2, se pide:

1. Calcular la Norma de u = ( i ) respecto del producto (, )a y respecto a la norma

inducida por el producto interno candnico de R**! (denotado por {, Yean) . Comparar los
resultados.

1
2. Hallar todos los vectores v € R**! que son ortogonales a u = ( 1 ) respecto del producto

(, Ya y respecto al producto interno candnico de R**'. Comparar los resultados.

Solucién 2.1.6 1. Llamamos ||ul|a a la norma inducida por el producto interno (, )a, es
xy

entonces,
L2

decir, si u =

s = Ve uya = /o3 = 20125 + 203

1
Para nuestro caso u = < 1 ) luego,

Jula=vV12-2-1-14+2-12=vV1=1

Respecto a la norma inducida por el producto interno candnico de R**! se tiene,

”uHcan =V (U U) can = \/ I% + x%

Por lo tanto,

HuHcan =VI2+12 = \/5

Observar que: ||ulla # ||v can
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2. Sabemos que si u = ( il ), v = ( zl ) entonces, (u,v)4 = T1Y1 — T1Y2 — ToY1 + 2020
2 2

1
Estamos buscando todos los vectores v tales que son ortogonales a u = ( 1 > respecto

del producto (, ) a por lo tanto (u,v)s =0 si y sdlo si,

(uyv)a=1l-yp—1-yo—1-y14+2-1- =01y =0

. 1 . .
es decir, v = o ) =1 ) es decir es le subespacio de R**! generado por el vector

0 0
1
(b)
Con respecto al producto interno candnico de R**! se tiene, (U, V)ean = T1Y1 + Toyo luego
la condicion de ortogonalidad queda escrita como,

<u,v>can=1'y1+1-y2=0©y2=—y1

por lo tanto (u,v)en = 0 si y sélo si, v = ( y; > =1 ( 11 ) es decir es el subes-
—y _

pacio de R**! generado por el vector . Claramente la condicion de ortogonalidad

1
—1
depende de la definicion de producto interno que se tenga.

Definicién 2.1.7 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,) diremos
que el vector u es Unatario si y solo si,

lul =1

Ejemplo 2.1.8 Sea V = R* dotado con el producto interno candénico, (,)ean = (,). Se deja
V3, V3 V3

como ejercicio verificar que el vector u = ( 50 —3 3

) es un vector unitario en R*.

Ejercicio 2.1.9 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,) y consi-

deremos el vector v # Oy. Probar que el vector u = es un vector unitario.

v
o]
2.1.2. Propiedades

Proposicién 2.1.10 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea
v eV yceR entonces, ||cv|| = |c||v]

Demostracion 2.1.11 Seav € V y ¢ € R entonces,

levll = V/{ev, cv) = /v, 0) = Ve /{v,0) = | ||v]]

O

Proposicion 2.1.12 Teorema de Pitdgoras
Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea u,v € V ortogonales
entonces, ||u+ v|* = ||ul* + ||v||
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Demostracién 2.1.13

a0l = G+ v, ) = ) + 20,0 + (0, 0) =l + o]
ulwv

O

Proposicién 2.1.14 Ley del paralelogramo
Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,). Sea u,v € V entonces,

lu+ ]l + [lu = v]|* = 2[Jul|* + 2[v]|?
Demostracion 2.1.15 Se tiene por un lado,
lu+v[* = [Jull* + 2{u, v) + [[o]” (2.1)

Y por otro
lu = v]|* = [lull® = 2(u, v) + [|v]” (2.2)

Sumando 2.1 y 2.2 obtenemos,
lu+ vl + [lu = v]|* = 2[jul|* + 2[|v]|*

U

2.1.3. Proyeccion ortogonal

Proposicién 2.1.16 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea
w €V, w# Oy entonces, cualquiera sea v € V, existe ¢ € R tal que, v — cw L w

Demostracién 2.1.17 Se desea encontrar ¢ € R de forma tal que, (v — cw,w) = 0 esto pasa
sty solo si,

0= (v—cw,w) = (v,w) —clw,w) & c=
UJ

Definicién 2.1.18 Al vector cw se lo denomina la proyeccion ortogonal de v a lo largo de
w y al vector z =v — cw se lo llama la componente de v ortogonal a w

Ejemplo 2.1.19 Sea V = R? dotado con el producto interno candnico. Sea v = (3,—4) y
w = (1,1). Se quiere descomponer al vector v de forma tal que, v = vy + vy deonde, vy Luv,.

Solucién 2.1.20 Por la Proposicion 2.1.16 si se toma ¢ = <<v, w}) entonces,
w, w
vV=0—cw+_cw
—— =~
v1 v2
Calculemos c,
(v, w) 1
C = = ——
{(w, w) 2

Entonces,
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11
vp=cw=|—=,—=

2" 9
(T Ty (1
"=\2°73 2' "2

De esta forma,

Observar que (vy,v2) =0

En el siguiente Teorema se hace uso de la proyeccién ortogonal para demostrar una impor-
tante desigualdad.

Teorema 2.1.21 Destigualdad de Cauchy - Schwarz
Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea u,v € V entonces,

[{w, )] < flul][o]

Demostracién 2.1.22 i) Siu= 0y o v = 0y se cumple la igualdad.

i1) Siu # Oy y v # Oy son linealmente dependientes entonces, existe a € R, o # 0 tal que,
u = av. Luego, por un lado se tiene,

[{u, v)] = [{aw, v)| = |o[Jv]|*

Yy por otro

lullloll = levlllvll = lal]v]?

y nuevamente vale la igualdad.

(u, v)

(v,0)”
sabemos que, u — cvlcv. Podemos descomponer a w en la forma: u = u — cv + cv con

u — cvlcv. Entonces,

iii) Siu # Oy y v # Oy son linealmente independientes entonces, si se toma ¢ =

lull* = ll(w = ev) + vl = llu—cvl* + flev]* > [lev]”

Pitagoras

esto es,
Aloll* < Jlull?
(u,v) _ (u,v)

Reemplazando por el valor de ¢ = = 5 se tiene,
(v,v) o]l

(u,v)\? (u, v)?
(4 ) Wol? < P & S <l o < JulPlolP o o] < ol
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2.14. Angulo entre vectores

La Desigualdad de Cauchy - Schwarz nos permite definir el dangulo entre dos vectores.
Observemos que, si u # Oy v v # Oy son linealmente independientes entonces,
{u,v)
[(w, )| < [lullllv]] & -1 < o <
[[ul[[[v]]
Ahora sea f : [0,7] — [—1,1] siendo, f(f) = cosf, sabemos que la funcién coseno es continua
en todos los reales, en particular en [0, 7]. Por el teorema de los valores intermedios, dado un
nimero real d tal que, —1 < d < 1, existe un nimero real 6 € [0, 7] tal que, f(0) = d. Ademaés,
puesto que f(6) = cosf es inyectiva en [0, 7] — [—1,1], se tiene que este § € [0, 7] es unico. Si
u,v
. ]l o]
tinico A € [0, 7] tal que,

consideramos d = estamos en las condiciones de la observacion anterior luego, existe

{u, v)
Il

cost = & (u,v) = |lul|||v]|cosd

Ejercicio 2.1.23 Sea V. = R? dotado con el producto interno candnico. Sea u = (0,2) y
v=(1,1). Calcular el dngulo entre u y v.

2.1.5. Distancia

Otra de las nociones que aparece cuando se tiene un espacio vectorial dotado con un producto
interno es la de distancia. Cuando a un espacio vectorial V se lo dota con un producto interno se
inducen las nociones métricas de norma, angulo y distancia. En particular si V = R" estd dotado
con el producto interno candnico, entonces a R™ se lo denomina FEspacio Fuclideo. Antes de
definir que entendemos por distancia demostraremos otra importante desigualdad.

Teorema 2.1.24 Destigualdad Triangular o de Minkowsk:
Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,). Sea u,v € V entonces,

[u+ol| < lull + [l
Demostracion 2.1.25 Observemos que,
lu+|* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2{u,0) + (v,0) = [Jul]® +2(u,v) + [0 (2.3)

Por la desigualdad de Cauchy - Schwarz, sabemos que, (u,v) < |(u,v)| < ||ul|||v||, reemplazando
en (2.3) se tiene,

2
lw+vll* < [ull® + 2l [[o]] + [[ol* = (Jull + [lv]) (2.4)
Luego de (2.4 )se sigue,
2
lu+oll* < (lull + [0l < [lu+ vl < JJull + o]
O

Definicién 2.1.26 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,) y sea
| || la norma inducida por este producto interno. Definimos la distancia entre el vector u € V
y el vector v € V como,

d(u,v) = [lv — ull
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Puesto que (,) es un producto interno y || || la norma inducida, se deja como ejercicio
probar las siguientes propiedades para la distancia:

1. Sean u,v €' V
d(u,v) >0

2. Sean u,v €' V
d(u,v) = d(v,u)

3. Sean u,v,w € V
d(u,v) < d(u,w) + d(v,w)
2.2. Base Ortogonal

Cuando estamos en presencia de un espacio con producto interno podemos introducir ciertas
bases distinguidas del espacio, esto es, bases ortogonales y bases ortonormales.

Definicién 2.2.1 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,). Diremos
que un conjunto A = {v1,--- ,v,.} de vectores no nulos, es un conjunto ortogonal si los
elementos de A son mutuamente ortogonales, es decir, (v;,v;) =0, Yi # j, i,j=1,---,r

Una propiedad importante de los conjuntos ortogonales es que siempre resultan linealmente
independientes, como se demuestra en la siguiente:

Proposicién 2.2.2 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,), sea
A ={vy, -, 0.} un conjunto ortogonal entonces, A es linealmente independiente.

Demostracion 2.2.3 Sean aq, - -+ , . escalares reales y consideremos,

a1vy + -+ v+ o = Oy

multiplicando por vy ambos lados de la igualdad precedente, esto es,

<061U1 + et Ut + AUy, U1> = <0v, U1>

se obtiene,

041<U1, U1> =0

Puesto que (vy,v1) # 0 se concluye que, ay = 0 entonces,

QoUg + -+ + QU; + -+ - + a,v, :OV
iterando el procedimiento hecho con vy, con los restantes vectores, se llega a la conclusion

que, o; =0 parai=1,--- .7, con lo cual A resulta linealmente independiente [

Definicién 2.2.4 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,). Diremos
que un conjunto A = {vy,--- ,v,.} de vectores no nulos, es un conjunto ortonormal si los
elementos de A satisfacen:

[ 1sii=j
<”Z"”ﬂ'>_{ 0si, i #j
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Ejercicio 2.2.5 Probar que todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Definicién 2.2.6 Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n, dotado con un producto interno,
(,). Diremos B = {vy,---,v,} es una base ortogonal de V si, B es un conjunto ortogonal
que constituye un sistema de generadores de V.

Definicién 2.2.7 Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n, dotado con un producto interno,
(,). Diremos B = {uy,- - ,u,} es una base ortonormal de 'V si, B es un conjunto ortonormal
que genera a V.

Ejemplo 2.2.8 1. Sea V = R"™ dotado con el producto interno canonico. Entonces, B =
E ={ey, - ,en} la base candnica de R™ es una base ortonormal de R™.

2. Sea V =R* dotado con el producto interno candnico. Se deja como ejercicio verificar que,
B = {(1,1,0,0),(1,-1,0,0), (0,0, 3,4),(0,0,4, =3)} es base ortogonal de R* pero no es

una base ortonormal de R*.

3. Sea V.= R* dotado con el producto interno candnico. Por item (2) sabemos que, B =
{(1,1,0,0),(1,—1,0,0), (0,0, 3,4),(0,0,4,—3)} es base ortogonal de R*, B no es una base
ortonormal de R*, sin embargo se puede obtener una base ortonormal a partir de esta
base ortogonal, simplemente multiplicando a cada vector por el inverso multiplicativo de
la norma de cada vector. Se deja como ejercicio verificar, que la base ortonormal obtenida

?,?,0,0),(£ —Q,O,O),(O,O,i%),(O,O,%,—§)}

a partir de B es B' = {( 5T 5 5 5

Definicién 2.2.9 Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n, dotado con un producto interno,
(,). Sea S C V un subespacio de V. Diremos B = {vy,--- ,v.} es una base ortogonal de S
si, B es sistema de generadores de S, que ademdas es conjunto ortogonal.

Definicién 2.2.10 Sea V un R - espacio vectorial, dim(V) = n, dotado con un producto in-
terno, (,). Sea'S C V un subespacio de V. Diremos B = {uy,--- ,u,} es una base ortonormal
de S si, B es sistema de generadores de S y B es conjunto ortonormal.

Ejemplo 2.2.11 Sea V = R* dotado con el producto interno candnico y sea W C V el subes-
pacio de R* definido por:

W = {(z1, 22, 73,74) ER* 10y — 29 — 23 =0, 29+ 23+ 14 =0}
Se pide determinar una base ortonormal de W
Solucion 2.2.12 Observemos que,
W = gen{(1,1,0,—1),(1,0,1,—1)}
Ademas B = {(1,1,0,—1),(1,0,1,—1)} es linealmente independiente, por lo tanto

B={(1,1,0,—-1),(1,0,1,—-1)}

S

~~
U1 v2

es base de W. Pero B no es base ortogonal pues, (vi,ve) = 2. A partir de la base B vamos a
construir una base ortonormal de W para ello planteamos:

wyp = V1 = (1,1,0, —].)
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Proponemos: we = vy — twy = vy — tvy de forma tal que, (wy,wy) = 0. Entonces,

(wg, w1) =0 & (v, v1) — (v, v1) =0 &t = (va, 1)
<U17U1>
es decir, t = (va, v1) = 2. Luego,
<Ulavl>
2 1 2 1
=y —tv; = (1,0,1,—1) — 2(1,1,0,-1) = (=, —=,1,——
Wa (% U1 (a s Ly ) 3<a s Uy ) (37 37 9 3)
Se deja como ejercicio verificar que,
1 2 1

W = gen{(1,1,0,—-1),(1,0,1, —1)} = gen{(1,1,0,—-1), (§’ —3 1, _§)}

Ademas B' = {(1,1,0,—1), (%, —%, 1, —%)} es base ortogonal de W. Luego,

B = \/_gﬁo_ﬁ (1 _ 2 3 _1)
ortonormal — 3 ; 3 y U, 3 5 \/E7 \/1_5, \/E7 \/1_5

es base ortonormal de W.

2.3. Complemento Ortogonal

2.3.1. Subespacio ortogonal

Definicién 2.3.1 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea
S C V un subconjunto no vacio de 'V, se define, S+ como el conjunto de los vectores w € V que
son perpendiculares a todos los elementos de S esto es,

St={weV:(wuv)=0, Yoec S}

El conjunto S C V no necesariamente es un subespacio de V, sin embargo S* tiene estructura
de subespacio, como muestra el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.2 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, (,). Sea
S C V un subconjunto no vacio de V entonces, S* es subespacio de V.

Demostracién 2.3.3 1. El cero de V estd en St pues, (Oy,v) =0, Vv € S

2. Sean wy,wy € St entonces,

(wy + wq,v) = (wy,v) + (wy,v) =0, Yo € S
luego, wy + wy € S*

3. Seaw € St y A € R entonces,

(M, v) = Mw,v) =0, Vo e S

luego, \w € S*. De esta forma resulta S+ subespacio de V
O
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En el caso en que S =S C V es un subespacio de V, se tiene el siguiente importante resultado.

Proposicién 2.3.4 Complemento Ortogonal
Sea V un R - espacio vectorial de dimension n, dotado con un producto interno, (,). Sea S C 'V
un subespacio de V entonces,

SaSt=V

Demostracion 2.3.5 1. Se deja como ejercicio probar que: si S = {0y} entonces, St =V
y el caso S =V entonces, S* = {0v}.

2. Supongamos que S con dim(S) = r > 0, sea Bs = {vy1, -+ ,v,} una base ortogonal del
subespacio S. Puesto que, Bs es linealmente independiente, completamos a una base orto-
gonal B del espacio vectorial V, es decir, B = {vy,- -+ , v, w1, Wy }. Demostraremos

que Bsi. = {wy, - w, .} es base de St, veamos esto,

a)

b)

Bsi = {wy, - w,_,} es sistema de generadores de S*+. Sea w € S*, por definicion
de St esto ocurre si y solo si: w € V y ademds, (w,v) =0, Yv € S. Por estar w en
V y por ser B ={vy, -+ ,vp,wy, - wyp_,} base de V entonces,

w =V + -+ QU +,31U)1 + - +6n—7‘wn—r

Como (w,v) =0, Yv € S en particular esto se cumple para los v;, j =1,---,r es
decir, (w,v;) =0, j=1,--- 7 lo cual implica,

<w7 Uj) = O'/1<vlv 'Uj>+' ' '+aj<vja Uj>+' : '+ar<vh 'Uj>+ﬁ1<w17 Uj>+' : '+ﬁn—r<wn—ra Uj)

Por ser B base ortogonal, salvo el producto (v,,v;) # 0, todos los otros productos se
anulan. Por lo tanto,

(w,vj) = aj(v;,v;) =0 = a; =0
Esto se obtiene para cada j = 1,--- ,r, por lo tanto,
w = 61w1 +-+ Bn—rwn—r = wE gen{wla e wn—r}

Asi Bgi = {wy, - w,_.} resulta sistema de generadores.

Bsi = {wy, - wp_,} resulta linealmente independiete por ser un conjunto ortogonal
Proposicion 2.2.2.

8. Al ser Bgi = {wy,- - w,_,} base de St se tiene que, dim(St) = n —r. De esta forma
probamos que,

dim(S+SY) =r+ (n —7r) =n = dim(V)

Como S + S+ CV y tienen la misma dimension se concluye que, S +S+ =V.

4. Falta ver que SNSt = {0y }. Para ver esto, sea v € SNS* entonces, v € S yv € St. Por ser
v €S se escribe como combinacion lineal de los elementos de la base de Bs = {vy,- - , v},

v =qqU + -+ U,
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y también v se escribe en la forma,

v = )\1?1)1 + )\nfrwnfr

por ser v € S*. Luego,

vy + -+ Qpu, = )\111}1 + -+ An—rwnfr

de donde,

a1vg + -+ apv + (=A)wr + -+ (= A Wn—p = Oy
puesto que, B = {vy, -+ 0., wy, - w,_} es base de V, todos los escalares son cero.
Entonces, v = 0y y esto prueba que el inico elemento de la interseccion es el cero de V.

Finalmente concluimos que, S® S+ = V.
O

Definicién 2.3.6 Sea V un R - espacio vectorial, dotado con un producto interno, {,). Sea
S C V un subespacio de V, el subespacio, S* se denomina Complemento Ortogonal de S

Ejemplo 2.3.7 Sea V =R* dotado con el producto interno candnico y sea W C V el subespacio
de R* definido por:

W = {(z1, 22, 73,74) ER* 10y — 29 — 23 =0, 29+ 23+ 14 =0}

Se pide:

1 Hallar una base del complemento ortogonal de W

2 Hallar un vector w de W tal que, d(v,w) = 2v/3, donde, v = (0,1,5, —2)

Solucion 2.3.8 1 En el Ejemplo 2.2.11, vimos que

1 2 1

By = {(17 1707 _1>7 (57 _57 17 _g)}

es base ortogonal de W. Ahora completamos a una base ortogonal de V.= R*, por ejemplo,

1 2 1
BR4 = {(17 1707 _1)7 <§7 _57 17 _5)? (170707 1)7 <_17 2727 1)}

De acuerdo a la Proposicion 2.3.4 se tiene que
BVVl = {(17 07 Oa 1)7 (_17 27 27 1)}

es base de W.
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2 Puesto que

1 2 1
BR4 = {(17 170’ _1)’ (_7 o 17 __)7 (1707()’ 1)7 (_172727 1)}
3" 3 3
es una base ortogonal de V =R* y,
1 2 1
Bw =4(1,1,0,-1),(z,—=,1,—=
W {( y Ly Y )7(37 37 ) 3)}

BVVL = {(17 07 Oa 1)7 (_17 27 27 1)}
Se tiene que, para cualquier v € V =R* se cumple:

1 2 1
v = 051<17 1,0, —1) + OéQ(g, —g, 1, —§> +?1(1,0,0, 1) + 62(—17272, )J

—weW =w/ €W

(.

Observemos que wlw', ademds w € W es el vector de W que realiza la distancia entre,
vy W. Se cumple,

2v3 = d(v,w) = ||| & |Juw'||* = 12

Por otro lado vale el Teorema de Pitdagoras,

ol = flwll* + [lw'|]?

Puesto que, ||[v||* = 30 entonces, |w||* = 18. Vimos que,

1 2 1
w = 051(17 1707 _1) + @2(5, _57 17 _g)

entonces,

5
18 = HwH2 = 304% + gag

El objetivo ahora es buscar otra ecuacion que relacione oy con awa, para ello, observemos
que,

v=w+uw & (v,w) = (ww)+ (W, w) = ||wl|?

Usando la ultima identidad, obtenemos:

(v,w) = 3a; + bag = 18

Es decir tenemos,

308 + 203 =18
3061 + 50(2 =18
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Cuya unica! solucion es ag =3 y oy = 1, de esta forma el vector (inico) w buscado es,

w=(2,-1,3,-2)
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Capitulo 3

Transformaciones Lineales

Este capitulo esta dedicado a estudiar un tipo particular de funciones denominadas trans-
formaciones lineales. Una transformacién lineal es una aplicacién que se establece entre los
elementos de dos espacios vectoriales. A estas funciones se les requerird que transformen la
suma de vectores en el espacio de partida en suma de los transformados en el espacio de lle-
gada. Ademas se pedira que el producto de un vector por un escalar en el espacio dominio, se
transforme en el producto de dicho escalar por el transformado en el espacio codominio.

3.1. Transformacion Lineal

Definicién 3.1.1 Sean V y W, K - espacios vectoriales. La funcion T : V — W se dice una
transformacion lineal de V en W, si satisface las siguientes propiedades:

1. Tlu+vyv) =T(u) +w T'(v), Vu,v € V

2. T(ayu) = a.wl'(u), Vu € V y Va € K

Ejemplo 3.1.2 Sea T : R?* — R?, R? pensado como R - espacio vectorial (con la suma vy el
producto por un escalar usuales) , definida por

T(v)=3v

Ezxplicitando la expresion de T se tiene: siv = (x,y) entonces, T(x,y) = (3, 3y).
Para ver que T es una transformacion lineal de R? en R2%, hay que probar que se cumplen las
propiedades 1) y 2) de la definicion 3.1.1.

1. Sean u = (z1,y1),v = (z2,y2) € R? entonces,

T(u+pev) =T(x1 + 22,91 +y2) = 3(x1 + 72), 3(y1 + 12))
= (3x1 + 322, 3y1 + 3y2) = (3x1,3y1) + (322, 3y2) = T'(u) +r2 T'(v)

2. Sea u = (z,y) € R* y sea o € R entonces,
T(a.geu) = T(age(z,y)) = T(ax, ay) = (3(ax),3(ay)) = a(3z,3y) = a.g2T(u)
En el grifico 3.1 se observa cual es el transformado del tridngulo de vértices v = (1,1), u =

(1,—-1) y w = (—1,0) por la transformacion T(x,y) = (3z, 3y).
A esta transformacion lineal se la denomina homotesia de razon 3.
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i

Figura 3.1: Homotesia

Proposicion 3.1.3 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal de V en W. Sean ay,--- «, escalares en K y vy, - - - v, vectores de V entonces:

T <Z aivz) = Z a;T(v;)

Demostracion 3.1.4 La demostracion es por induccion sobre n

1. Sin =1 entonces,

T (Z aivi) = T(alvl) = alT(U1) = Z aiT(Ui)

de esta forma la afirmacion resulta verdadera para n = 1.

2. Supongamos que la afirmacion es verdadera para n entonces,

T (Z?;l O‘ivi) =T (E?:l QiV; + Qi 1Uny1) T (Z?:l ;) + 1T (Vpy1)

~—

por ser T t.lineal

NP, S T (V) + i T(vng) = Sop @i T (v;)
por H.I

O

Proposicion 3.1.5 Sean V y W, K-espacios vectoriales y T - V — W una transformacion
lineal de' V en W. Entonces,

1. T(0v) = Oy
2. Para todo v € V entonces,T(—v) = =T (v)

3. Para todo u, v €V se verifica: T(u —v) = T(u) — T'(v

~—

Demostracién 3.1.6 1.
T(0y) =T(0v) =0T (v) = Ow
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La siguiente propiedad dice que toda transformacion lineal queda univocamente determi-
nada cuando se la define sobre una base del espacio vectorial dominio.

Proposicién 3.1.7 Sean V y W, K - espacios vectoriales. Sea B = {vy,---v,} base de V y

sean {wy, - - -wy} n vectores cualesquiera de W entonces, existe una unica transformacion lineal
T:V — W tal que

T (Uz) = w;

Para todo 1 <1 <n

Demostracion 3.1.8 1. Existencia:

s Puesto que B = {vy,---v,} es base de V, dado cualquier v € V existen, unicos
escalares, aq,--- o, en K tales que, v = ayvy + - - - + a,v,. Definimos entonces a T
como:

T(v) = cqwy + -+ - + auwy,

» Observar que T cumple con la propiedad T (v;) = w; parai=1,--- ,n

. Veamos que T es una transformacion lineal. Sea uw € V entonces, u = [1v1+- - -+ L0,
por lo tanto, v+ u = (o + f1)v1 + -+ + (@ + Bn)vn. De la forma en que hemos
definido T se tiene:

T(v+u) = (g + Br)wy + -+ + (an + Bn)wn
Tw+u) = (cqwy + -+ + auwy,) + (Brw + -+ - + Brwy)
Tw+wu)=T(v)+T(u)

Dado X € K entonces, A\v = (Aag)vy + - + (Aa,)vy, luego,

T(Av) = (Aap)wy + - + (Aay)w,
T(Av) = Maqwy + - - + awy)
T(M\v) = \T'(v)

De esta forma T resulta una transformacion lineal.

2. Unicidad: Supongamos que eziste una transformacion lineal G con la propiedad, G (v;) =

w; para i =1,--- ,n. Entonces, si tomamos v € V, v se escribe como combinacion lineal
de la base B en forma unica v = aqyvy + - -+ + a,v,. Como estamos suponiendo G lineal
entonces,

Gv) = Glagvr + - - + a,uy)
Gv) = anG(v) + -+ - + @, G(vy)
G(v) = aywy + -+ + apw, = T(v)

Como la ultima igualdad se cumple para cualquier v € V concluimos que, G =T
O

Ejemplo 3.1.9 Decidir si T : R? — R? definida por:
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sResulta una transformacion lineal de R* en R??

Observar que si consideramos el conjunto de vectores de R*, B = {(—1,1),(1,1)}, éste
resulta base de R? (verificar esta afirmacién). Por ser B base de R?, el vector v = (5,—1) se
escribe como combinacion lineal de los elementos de B, de hecho: v = (5,—1) = —=3(—1,1) +
2(1,1). Si suponemos que T es transformacion lineal se debe cumplir:

T(5,~1) = —37(~1,1) + 2T(1, 1)
Ahora bien sabemos que T(—1,1) = (2,1) y que T(1,1) = (1, —4) luego,
T(5,~1) = —37(~1,1) + 27(1,1) = —3(2, 1) + 2(1, —4) = (-4, —11)

Es decir que T'(5, —1) = (—4, —11), como esto coincide con la definicion de la T, concluimos
que efectivamente existe tal transformacion lineal T'. Como ademds estd definida sobre una base
del espacio de partida, tal T resulta unica.

3.1.1. Nucleo de una Transformacion Lineal

Cuando consideramos una transformacion lineal de V.en W, T : V — W, donde V y W son
K - espacios vectoriales. Un subconjunto notable del espacio vectorial V es el conjunto formado
por todos los vectores de V, que tienen por imagen el Ow. Formalmente:

Definicién 3.1.10 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal de V en W. Definimos el Nicleo de T' como:

ker(T) ={veV:T(v) =0w}

Nota: Vamos a usar indistintamente ker(7T") o bien Nu(T') para denotar el nicleo de la
transformacion lineal.

Una cuestién que surge naturalmente es preguntarse si el nticleo tiene estructura de espacio
vectorial. La respuesta viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.11 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V. — W una transformacion
lineal. Entonces, ker(T') es un subespacio de V.

Demostracién 3.1.12 » Por definicion sabemos que, ker(T) = {v € V : T(v) = Ow}
luego claramente ker(T) C V.

» Puesto que, T(Oy) = Ow entonces, Oy € ker(T') y por lo tanto, ker(T) # 0.

» Sean u,v € ker(T') entonces,

T(u + U) = T(u) + T(U) = OW + OW = OW
esto nos dice que u+ v € ker(T)

» Sea u € ker(T) y A € K entonces,

luego, Au € ker(T'). Por lo tanto ker(T) es un subespacio de V.
U
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Observaciéon 3.1.13 Al ser ker(T) es un subespacio entonces, podemos hablar de base y di-
mension de ker(T).

Ejemplo 3.1.14 Sea T : R? — R? definida por:

T (x1,x2,23) = (21 + X2, T2 — 323,21 + 323)

Hallar una base del nicleo de T y la dimension del mismo.
Por definicion:

ker(T) = {(x1, 29, 23) € R® : T (21, 29, 23) = Ops }

Luego v = (1,22, 23) € ker(T') si y sdlo si,

T (x1,x2,23) = (21 + 22, 29 — 33,21 + 323) = (0,0,0)

Asi nos queda planteado el siguiente sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incogni-
tas:

33‘1+332:O
Q32—3.§C3:O
I1+3I3:0

Cuya solucion es v = (x1,x9,23) = t(—3,3,1), por lo tanto una base para el nicleo de la
transformacion es,

Bker(T) = {(_37 37 1>}
y resulta, dim(ker(T)) =1

Definicién 3.1.15 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. S1T es una funcion inyectiva diremos que T es un Monomorfismo

La siguiente propiedad caracteriza a los monomorfismos en términos del subespacio nicleo.

Proposicién 3.1.16 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V. — W una transformacion
lineal. Entonces, T es un monomorfismo si y solo si, ker(T) = {Oy}.

Demostracién 3.1.17 » =) Supongamos que T es monomorfismo. Para ver que, ker(T) =
{0y} hay que probar la doble inclusion: ker(T) C {Oy} y ker(T) 2 {Ov}

1. Seav € ker(T) entonces, T'(v) = Ow = T'(Oy), puesto que T' es inyectiva, concluimos
que, v = Oy, es decir, v € {Oy}. Asi resulta ker(T) C {Oy}.

2. ker(T) D {0y} se cumple trivialmente.

» <) Supongamos ahora que ker(T) = {Oy}. Sean v,u € V tales que, T(v) = T(u)
luego,T'(v) — T'(u) = Ow, si y sdlo si, T(v —u) = Ow, por definicion, v —u € ker(T),
asi v — u = Oy, por lo tanto, v = u. De esta forma deducimos que T es inyectiva y por
ende es un monomorfismo.
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3.1.2. Imagen de una Transformacion Lineal

Consideremos una transformacion lineal, 7" : V. — W, donde V y W son K - espacios
vectoriales. Un subconjunto notable del espacio vectorial W es el conjunto formado por todos
los vectores w € W, que son imagen de algin elemento v € V.

Definicién 3.1.18 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal de V en W. Definimos el conjunto Imagen de T como:

Im(T) = {w e W : existe, v eV, tal que, T(v) =w}

como en el caso del nicleo ahora el conjunto imagen resulta un subespacio pero, del espacio
vectorial codominio. En este sentido tenemos:

Proposicion 3.1.19 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. Entonces, Im(T) es un subespacio de W.

Demostracién 3.1.20 » Por definicion sabemos que, Im(T) = {w € W : existe, v €
V, tal que, T(v) = w} luego, Im(T) CW.

» Puesto que, T(0Oy) = Ow entonces, Ow € Im(T) y por lo tanto, Im(T) # (.

» Sean wy,we € Im(T) entonces, existen vy, vy € V tales que,

T(Ul) = Wy, T(’UQ) = W2

Luego
T(’Ul -+ 1}2) = T(Ul) + T(UQ) = Wy + Wy

esto significa que que wy + we € Im(T)

» Seaw € Im(T) y A € K entonces,

T(\v) = \T'(v) = \w

luego, Mw € Im(T). Por lo tanto Im(T') es un subespacio de W.
O

La siguiente proposicion nos ensena como obtener un conjunto de generadores del subespacio
imagen.

Proposicién 3.1.21 Sea T : V — W wuna transformacion lineal, si {vi,vq,...,vn} €s un
conjunto de generadores de V entonces, Im(T) = gen{T(vy),T(vs), ..., T(vy)}.

Demostracién 3.1.22 Sea w € Im(T'), por definicion, existe v € V tal que, w = T'(v). Puesto
que {v1,vs, ..., v, } es un conjunto de generadores de V entonces,

V= QU1 + QaUg + -+ - + QU

es decir:

w="T()=T(1v1 + Vs + + - - + A Vp,)
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entonces,

w=o1T(v1) + T (ve) + -+ + T (vy)
La dltima identidad nos dice que w es combinacion lineal de {T'(vy), T (ve), ..., T(vy)}. Por

lo tanto, Im(T) = gen{T(v1),T(va), ..., T(vy)}. O

Definicién 3.1.23 Sean V y W, K-espacios vectoriales y T : V — W wuna transformacion
lineal. Si T es una funcion suryectiva i.e. Im(T) =W diremos que T es un Epimorfismo.

Definicién 3.1.24 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal, que simultdneamente es monomorfismo y epimorfismo entonces, T se dice un Isomor-
fismo.

Ejemplo 3.1.25 Sea T : Py — R3, aqui Py, denota el R - espacio vectorial de polinomios de
grado menor o igual que dos. La transformacion lineal T estd definida por:
T (a+ bt + ct®) = (a+ 3b,b—2c,a+ 2b+ 2c)

Determinar si T es un epimorfismo

Analicemos el subespacio imagen de T':

Im(T) = {w = (y1,y2,y3) ER* : p € Py, T(p) = w}
Luego w = (y1,y2,y3) € Im(T) si y sdlo si,

T (a+ bt +ct?) = (a+3b,b—2c,a + 2b + 2¢) = (y1, Yo, ¥3)

Asi nos queda planteado el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, que son
a,b,c:

a+3b=1y
b—2c=1ys
a+ 2b+ 2c =y

FEste sistema resulta compatible si y solo si, —y; + yo + y3 = 0 luego, w = (y1,Y2,y3) =
(y2 + Y3, Y2, y3), por lo tanto una base para la imagen de T es,

BIm(T) = {(17 L, 0) ) (17 0, 1)}

y resulta, dim(Im(T)) = 2 con lo cual, Im(T) & R®. De esta manera concluimos que T' no
es un epimorfismo.

3.1.3. Propiedades

Proposicién 3.1.26 Sea T : V — W una transformacion lineal si {vy, vy, ..., v,} un conjunto
linealmente dependiente en V entonces, {T (v1),T(vs),...,T(v,)} es linealmente dependiente en

W.

Demostracién 3.1.27 Puesto que {vy,va,...,v,} es un conjunto linealmente dependiente en
V entonces, existe un j tal que v; = E?:li;éj a;v;, aplicando a esa igualdad la transformacion
lineal T" se tiene :
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T(v)=T ( Z Oéﬂh’) = Z ;T (v;)

i=1ij i=1ij
Se obtiene asi que {T(vy),T(v2),...,T(v,)} es un conjunto linealmente dependiente. [J
Proposicién 3.1.28 Sea T': V — W una transformacion lineal y {vy, va, ..., v, } un conjunto

de vectores de V, tal que {T(v1),T(ve),...,T(vn)} es un conjunto linealmente independiente
entonces, {vy, vy, ..., v, } es linealmente independiente.

Demostracién 3.1.29 Para ver que {vy,va,...,v,} es linealmente independiente se plantea
n

E a;v; = Oy, y se debe demostrar que los escalares son todos nulos. Como
i=1

Zn: av; =0y =T (zn: Ozlvi> = T(Ov>
=1 1=1

n

Pues T' es una transformacion lineal entonces, Z%T(w) = Ow. Ademas como {T(v;)}, es
i=1

un congunto linealmente independiente entonces, c; = 0, Vi = 1,...,n luego {vy,va,...,v,} es

un conjunto linealmente independiente. [

Proposicién 3.1.30 Sea T : V — W un monomorfismo, si {vy,vs,...,v,} €s un conjunto li-
nealmente independiente entonces {T(vy), T (vs),...,T(v,)} también es un conjunto linelamente
mdependiente.

Demostracion 3.1.31 Consideremos,
a1 T(v1) + aT(ve) + -+ - + ., T (vy,) = Owy (3.1)
hay que probar que a; =0, j=1,--- ,n. La ecuacion 3.1 se puede reescribir en la forma:

T (0611]1 + QU + -+ - + anvn) = T(Ov)

puesto que T’ es inyectiva, se sigue que,

ovy + aavg + -+ apv, = Oy

al ser {vy,vq, ..., v, } un conjunto linealmente independiente entonces,

ar=0, ap =0, -+ a, =0
Como queriamos ver. [
Teorema 3.1.32 Teorema de la Dimension

Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, W un K-espacio vectorial y T : V — W
una transformacion lineal entonces,

dim(V) = dim(Nu(T)) + dim(Im(T))

Demostracién 3.1.33 El subespacio Im(T) es de dimension finita, pues si no contradice la
hipdtesis que dim(V) es finita (demostrar esta afirmacion). Supondremos que dim(V) = n y
que dim(Nu(T)) =p
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Caso 1: n=p
Si dim(Nu(T)) = n, entonces, T es la transformacion lineal nula, Im(T) = {Ow} enton-
ces, dim(Im(T)) =0, asi verifica que,

dim(V) = dim(Nu(T)) + dim(Im(T))

Pues,

n=n+0

Caso 2: p=0, se deja como ejercicio.

Caso 3:

O<p<n
Sea B = {v1,vs,...,v,} una base de Nu(T'). Usando el teorema de extension a una base,
se extiende la base del nicleo a una base de todo el espacio V, sea,

By = {v1,v2, ..., Up, Uy, U, .oy Up—p }

dicha base.
Se consideran las imdgenes de los vectores u;, esto es, T'(u;) = wj con j =1,..,n—p .
Llamemos D al conjunto de vectores de W, D = {wy,ws, ..., ,w,_p}. Se verificard que el

conjunto D forma una base para Im(T).

1)

2)

D = {wy,ws, ...,,w,_,} es linealmente independiente.
n—p

Sea E a;jw; = Ow debemos probar que los escalares son todos nulos.
=1

Si
n—p n—p n—p
Z ;W5 = OW = ZO{J‘T(U]‘) = OW =T (Z O[jUj) = OW
j=1 j=1 j=1

n—p

Luego Zajuj € Nu(T) por lo tanto el vector Z;:f aju; se puede escribir como
j=1

combinacion lineal de los vectores de la base del nicleo, es decir:

n—p p p n—p
ZO&jUj = Zﬁﬂ]l = Z(—ﬁz)% -+ ZOCJ'U]' = Oy
j=1 i=1 i=1 j=1

Como By es base de V los escalares son todos nulos, es decir, B; =0V i=1,....,py
aj=0Vj=1..n—p.

Ast se obtiene que a; = 0 V) = 1,...,n — p, luego D = {wy,ws, ..., w,_,} resulta
linealmente independiente.

D = {wy,ws, ...,w,_p} es sistema de generadores para la Im(T).
Sea w € Im(T) entonces, existe v € V tal que T'(v) = w. Se escribe al vector v como

p n—p
combinacion lineal de los elementos de la base By es decir, v = E Bivi + E U,
i=1 j=1

puesto que, w = T (v) entonces,

p n—p P n—p n—p n—p
T (Z 51"01' + Z OéjUj) = Z 5ZT(UZ) + Z OéjT(Uj) = Z OéjT(Uj) = Z OWj
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
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Aqui se ha usado el hecho de que T'(v;) =0wV i=1,...,p
n—p
Luego w = Z a;w; entonces, D = {wy,ws, .., w,_,} es sistema de generadores para
j=1
Im(T). Con esto se termina de probar que D = {wy, ws, .., w,_p} es base de Im(T'),
por lo que la dim(Im(T)) =n — p de esta forma resulta:

dim(V) =n=p+ (n—p) =dim(Nu(T)) + dim(Im(T))
U

3.2. Matriz asociada a una Transformacion Lineal

Dada una transformacion lineal 7', definida sobre un K - espacio vectorial V, con imagen
en un K - espacio vectorial W, ambos de dimensiones finitas, y fijando una base del espacio
de partida y una base del espacio de llegada, se puede asociar una matriz a la transformacién
lineal, esta matriz depende del par de bases elegidas. Veremos que esta matriz contiene toda la
informacion de la transformacion lineal. Por ejemplo, a partir de la matriz podemos determinar
bases del niicleo y la imagen. Comenzamos con la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1 Sean V y W, K - espacios vectoriales y T : V — W una transformacion
lineal. Sean By = {v1, -+ ,v,} y By = {wy, - ,wy} bases de V y W, respectivamente. Defini-
mos la matriz asociada a T en las bases By y By, como la matriz cuyas columnas son los

vectores coordenados, [T (vj)]g, con 1 <j <n. A esta matriz la denotamos por ||T| 5,5,

Observacion 3.2.2 Para hacer explicita la definicion, supongamos que,

T(vj) = ajjwy + -+ + ApjWm, 1 <j<n

Es decir,
ayj
[T<Uj)]32 = :
Amyj
Por lo tanto,
ail Qa2 Q1n
Q21 A2 - Qop
T 5B, =
Am1 Am2 Amn

Ejemplo 3.2.3 Consideremos la transformacion lineal T : R* — R® definida por:

T(l'l, i['z) = (33'1 -+ T2, 21’1 — 333'2, - + 41‘2)

y las bases By = {(1,1),(—1,1)}, By = {(1,1,0),(1,—-1,1),(0,0,1)} de R? y R? respectiva-
mente. Se desea calcular la matriz asociada a T en las bases By, Bs.
Debemos calcular las coordenadas de los transformados T'(1,1) y T(—1,1) en la base By =
{(1,1,0),(1,-1,1),(0,0,1)}. Para ello planteamos:
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T(l, ].) = (2, —1, 3) = CLH(]_, ]_, 0) + agl(l, —1, ]_) + CL31(07 0, 1)
T(—l, 1) = (0, —5, 5) = agl(l, 1, O) + a22(1, —1, 1) + CL32(O, 0, 1)

Resolviendo los sistemas planteados obtenemos:

|
ot

HTHBIBQ -

DN | LN [ QN [ =
(NI NI

Teorema 3.2.4 Sean'V y W, K - espacios vectoriales y'T : V — W una transformacion lineal.
Sean By = {vy, -+ ,v,} y By = {wy, -+ ,wy} bases de V y W, respectivamente. Sea ||T|| g, B,
la matriz asociada a T en las bases By y By. Entonces,

[T()lg, = T8, [v]5,

Demostracién 3.2.5 Supongamos que la matriz ||T||p,, €s:

aix Q2 - Qip

Q21 Q22 -+  QAgp
”T||BlB2 =

Am1 Am2 - Amn

esto nos dice que,

T(Ul) = a1 -+ 91 W2 + -+ A1 Wiy
T('UQ) = Q12W1 + A2W3 + « + + + oW,

T(v,) = aipwy + A2pWa + -+ - + Ay Wiy,

Vamos a suponer que las coordenadas del transformado de v, respecto a la base By son:

A1
A2
[T(U)]B2 = :
Am
Lo cual significa,
T(v) = Mwy + dawg + -+ - + Apwpy,

Por otro lado supongamos que las coordenadas de v respecto de la base By son ,

Por lo tanto,

U =701+ YUz s YUy

Aplicando T a la ultima igualdad se obtiene,
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T(v) =T (v1) + 7T (v2) + - + T (vn)
Reemplazando en 3.2 a T(vj) por ajjwy + -+ + amjwn, 1 < j < n se obtiene:

T(w)= m(anws + anwy + -+ + apmiwpy,)
+72(arwy + agowa + - - - + Am2wy,)

+n(a1,w1 + a2pwe + -+ F A y,)

es decir,

T()= (e + a2+ -+ Ypam)w
+(71a21 + Y2022 + - - -+ Yo W2

H(V1am1 + Y2Gm2 -+ F Ynlmn) Wi,

Como T (v) = Mwy + Aowsg + - -+ + Ajpw,, se tiene:

(M1a11 + Y2012 + - - - + Y)Wy

)\lwl + )\ng + s )\mwm =
+(ma21 + Y2022 + - - -+ VG2 Wo

F(V1@m1 + V2lm2  + Vnlimn) Wi
Por la unicidad de las coordenadas respecto de una base se llega a,

Al = man + a2+ Yl
A2 = Y1G91 + Y2G22 + -+ + YnQop,

)\m = M0am1 + Y20m2 -+ - + Ynlmn

Esto se puede reescribir en la forma:

A1 ai; Qa2 - Aaip 84!
A2 ag1 Qg2 -+ A2y V2
>\m Am1  Am2 Amn Tn

La ultima igualdad significa:
[T ()], = ITllB,, [v]p,
Como queriamos ver. [

Ejemplo 3.2.6 Sea T :V — W la transformacion lineal cuya matriz asociada en las bases
Bl = {U17U27,U3} de V ) BQ = {wlva} de W €s,

-1 2 -1
mee=( 5 2 5)

Se desea determinar bases del nicleo y de la imagen de T'.
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= Base para el nicleo de T

ker(T) ={v e V:T(v) =Ow}

luego,
v € ker(T) & T(v) = Ow < [T'(v)]p, = [Ow]p,
por el Teorema 3.2.4 sabemos que [T(v)] 5, = ||T||,B, [v] 5, por lo tanto,
1T ,B, [v] 5, = [Ow]g,
T
si suponemos que, [v]z = [ xo | entonces:
T3

-1 2 -1 A
9 —4 9 2 =1
Z3

Resolviendo el sistema lineal homogéneo, se obtiene,

Zy
[U]Bl = T2
-1 + 2272
luego,
v = 2101 + TV + (=21 + 222)vs = 1 (v1 — v3) + 2V + 203)
es decir,

ker(T) = gen{vy — v3,vs + 2v3}

Se deja como ejercicio probar que {vy —vs, vo+2u3} es linealmente independiente. Asi re-

sulta Bler(ry = {v1 — v3,v3 + 2u3} una base para el nicleo de T. También se desprende
que dim(ker(T)) = 2.

» Base para la imagen de T. Puesto que dim(ker(T)) = 2, por el Teorema de la dimension

se deduce que dim(Im(T)) =1 (observemos que dim(V) = 3 por hipdtesis). Por otro lado
sabemos que,

Im(T) = gen{T(v1),T(v2), T(v3)} = gen{—w; + 2wy, 2wy — 4ws, —wy + 2wy}

El conjunto {—wy + 2ws, 2wy — 4dwq, —wy + 2wy }, claramente es linealmente dependiente
y de éste extraemos una base para la imagen, por ejemplo:

BIm(T) = {—w1 —+ 2w2}
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Corolario 3.2.7 Sea T : K™*' — K™ una transformacion lineal, entonces existe una inica
matriz A € K™*" tal que T(x) = Ax.

Demostracién 3.2.8 Sea By = E; = {e1,e,...,e,} la base candnica de K" y By = Ey =
{e},éh,...,e! } la base candnica de K™

Al aplicar el teorema se tiene que existe una (unica) matriz asociada a la transformacion lineal
en las bases By y By que designamos por ||T|| g, B,, puesto que por el teorema se tiene que,

[T<x)]32 = ||T||B1Bz [x]Bl (33)

Si llamamos A = ||T||g,B, = |T||g,E, donde A € K™ ™. Por otro lado se sabe que,

Al reemplazar en 3.3 se obtiene,

O

3.2.1. Diagramas que conmutan

El problema que nos planteamos es dada una transformacién lineal T': V — W, y bases B;
y Bj bases de V, y considerando las bases By, y B de W, nos preguntamos cudl es la relacién
existe entre |75, ¥ [|T|| 5,5, El siguiente teorema da respuesta a esta cuestion.

Teorema 3.2.9 Sea T : V — W una transformacion lineal, dim(V) = n, dim(W) = m, tal
que By y B} son bases de V y sean By y B bases de W. Sean ||T||p,p, y || 5,5, € K™ las
matrices asociadas a la transformacion lineal T. Sean C(By, By) y C(Bz, B}) las matrices de
cambio de base en V y W respectivamente entonces,

|75y = C(Ba, BT |5, 5,C(Br, By) ™

con esta relacion el siguiente diagrama conmuta,

Vg, W,
HT”BlBQ
C(BhBi)l LC(BQ’BQ)
VBlHTnB/ B/W By
Demostracién 3.2.10 Sabemos que,
[ulg;, = C(Bi, BY)ulp, (3.4)
[T'(u)]p, = C(B2,By) [T'(u)]p, (3.5)
[T<u)]B2 = ”THBlBQ[u]Bl (36)
T, = ITlsslulz (3.7)

1T 5y [l By = [T ()] g, =por 3.5 C(Ba, By)[T ()]s,
=por 3.6 C(Ba, By) T 3,8, [ul B, =por 3.4 C(Ba, By)||T||5,8,C(B1, By) ' [ul;
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Luego,

|75y = C(Ba, BT ||, 5,C(Br, By) ™
U

Ejemplo 3.2.11 Sea el endomorfismo T : R? — R? definido por:
T(x1,22) = (221 + X2, 21 — T3)

Consideremos las bases By = {(1,0),(0,1)} y Bo = {(1,1), (1, —=1)}, se desea encontrar ||T| s, B,

Para ello, se considera la base candnica de R*, E = {(1,0),(0,1)} y utilicemos el siguiente
diagrama
2 _ T 2
RE Gy R
C(E,Bl)L lC(E,Bz)

T 2
RZ —~>R
BT\, By P2

Por el Teorema 3.2.9 resulta:

|71 5,5, = C(E, B2)||IT||zC(E, By) ™

C(E,By) = ((1) 2)

= (s 15,)

= (7 )
mee= (15 40 ) (55 ) (0 ))

e = (375 1)

Corolario 3.2.12 Sea T : V — V un endomorfismo, dim(V) = n tal que By y By son bases
de V y ||T||g, es la matriz asociada a la transformacion lineal T en la base By, C(By, Bs) y
|T||, entonces, con la relacion, ||T||, = C(B1, B2)||T||p,C(Bi, B2)™' el siguiente diagrama
conmuta,

En este caso se tiene que,

Por lo tanto

T
Vg, ——Vp,
1718

C(Bl,Bg)L lC(BhBZ)

T
Vg, —Vp,
1T,
Demostracién 3.2.13 Se deja como ejercicio la demostracion de este corolario.

Definicién 3.2.14 Dos matrices A y B de K™ son semejantes si existe una matriz inver-
tible H de K™™ tal que, B = HAH !

Cuando dos matrices A y B son semejantes, se denota por A ~ B.
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Observacion 3.2.15 Si dos matrices A y B representan la misma transformacion lineal en
un espacio vectorial V respecto de dos bases distintas By y By existe una matriz no singular H
(en este caso H = C(By, By)) tal que, B = HAH™'. En particular H es la matriz de cambio
de base de By y By. Reciprocamente si para dos matrices de n xn, A y B, existe una matriz H
no singular tal que B = HAH™1, entonces existe un endomorfismo de V tal que A es la matriz
asociada a al endomorfismo en la base By, mientras que B es la matriz asociada a T en la base
By

Vg, —2>Vp,
C(Bl,Bz)L lC(Bl,Bg)

B
Vg, —=Vp,

Entonces,

B = C(By, By)AC(By, By) ™!
Es decir A ~ B.

3.3. Composicion de Transformaciones Lineales

Definicién 3.3.1 Sean V, W y U, K - espacios vectoriales. Sean T :V — W y G : W — U
transformaciones lineales. Se define la funcion compuesta GoT', a la funcion que asigna a cada
v €V el vector (GoT)(v) €U, dado por,

(GoT)(v) =G(T(v)), YveV

En las condiciones de la definicion, la funciéon G o T resulta una transformacién lineal de V
en U.

Proposicion 3.3.2 Sean V, W y U, K - espacios vectoriales. Sean T -V - W y G : W — U
transformaciones lineales. Entonces, la funcion compuesta GoT' : V — U es transformacion
lineal.

Demostracion 3.3.3 n Sean vi,vy €V entonces,

(GoT)(v1+v2) = G(T(v1) +T(v2)) = G(T (1)) + G(T(v2)) = (GoT)(v1) + (G o T)(v2)
» Seav eV yekK entonces,

(GoT) (M) =G(T (M) =GNT'(v)) =AG(T(v)) = ANGoT)(v)
O

Si se fijan bases en los espacios respectivos, cada transformacion lineal tiene una matriz
asociada y puesto que, la composicién de transformaciones lineales es una transformacion lineal,
una pregunta que surge es; jcual es la relacién entre las matrices asociadas a las respectivas
transformaciones con la matriz asociada a la composicién? La respuesta viene dada por la
siguiente proposicion:
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Proposicion 3.3.4 Sean V, W y U, K - espacios vectoriales. Sean T :V —-W y G : W — U
transformaciones lineales. Sean By = {vy, -+ ,v,} base de V, By = {wy,--- ,w,,} base de W y
Bs = {uy, -+ ,u,} base de U. Sean ||T||p,B, v |G| B,5s las matrices asociadas a T y G en las
respectivas bases. Entonces,

||G © T||B1B3 = ||G||BQB3||T||B1B2

Demostracién 3.3.5 Denotando por w € W a la imagen de v € V es decir, w = T'(v) € W
entonces,

[w]s, = [T(v)], = [Tl 5,8, [0] 5, (3.8)
Esta igualdad vale para todo v € V. Por otro lado,

[G(w)], = (|G B35 [w] B, (3.9)

Si se reemplaza el valor de [w]p, en 3.9, por la identidad dada en 3.8, se obtiene,

[G(w)]Bs = |Gl 5,851 T | 3,5, 0] 3, (3.10)
Teniendo en cuenta que, [G(w)]p, = [(G o T)(v)]g, = ||G o T||B,Bs[v]B, ¥ sustituyendo en
3.10 se deriva,
”G o T||BlBS[U]B1 = ||G||BQB3||T||B1B2 [U]Bl

Como esto vale para todo v € V se deduce,

|G oT||5,B; = |Gl By5s | T'|| B, B
]

3.3.1. Transformacién Lineal Inversa

Definicién 3.3.6 Sean V y W, K - espacios vectoriales. Sea T : V — W una transformacion
lineal, se dice que T es invertible, si existe una funcion G : W — V tal que

(GoT)(v)=v, YveV

(ToG)(w) =w, VweW
Proposicion 3.3.7 En las condiciones de la definicion 3.3.6 la funcion G es unica.

Demostracién 3.3.8 Supongamos que existe una funcion H : W — V que satisface, (H o
T)wv)=wv, YveV y(ToH)(w)=w, YweW entonces,

H(w) = H((T o G)(w)) = H(T(G(w))) = (H o T)(G(w)) = G(w)
como la igualdad vale para todo w € W entonces, H = G U

Si una transformacion lineal es invertible entonces, por la proposiciéon anterior la funcion G
es Unica, por lo tanto adoptaremos la siguiente notacion:

Notacion 3.3.9 S5i T : V — W una transformacion lineal invertible entonces, denotamos a la
funcién G de la definicién 3.3.6 por G =T 1.
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Observacion 3.3.10 Una transformacion lineal T invertible es una funcion que tiene inversa
y por lo tanto es biyectiva es decir es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Proposicion 3.3.11 Sean V y W, K - espacios vectoriales. Sea T : V — W una transforma-
cidén lineal invertible entonces, T~ : W — V es una transformacidn lineal.

Demostracion 3.3.12 1. Sean wy,wy € W luego, existen vy,ve € V tales que,

T(vy) =wy, T(v2) =ws

por ser T transformacion lineal, también se tiene,

T(Ul -+ ’UQ) = T('Ul) —+ T(’UQ) = w; + Wq

como T es invertible se obtiene,

vy =T Hwy), vo=T"Hwy) vi+vy=T""ws+ws)

Entonces,

T_l(wl) + T_l(wg) =V + Vg = T_l(wl + wg)

2. Seaw € W y X\ € K luego, existe v € V tale que, T(v) = w. Por ser T transformacion
lineal, se cumple, T'(Av) = X\T'(v) = Aw. Entonces,

T'w) = M = \T"1(w)

de esta forma T~ resulta transformacion lineal.

U

Observacién 3.3.13 Se ha visto que T~ es transformacion lineal que, también resulta biyec-
tiva, por lo tanto, es un tsomorfismo de espacios vectoriales.

Proposicion 3.3.14 SeanV y W, K - espacios vectoriales de dimension finita. Sea T : V. — W
una transformacion lineal invertible. Entonces, dim(V) = dim(W)

Demostracién 3.3.15 Supongamos que dim(V) = n y dim(W) = m. Sabemos T : V — W
es isomorfismo entonces, dim(Im(T)) = n. Como Im(T) C W entonces, n < m. Por otro
lado, T™' : W — V también es isomorfismo luego, dim(Im(T~ )) =m y como Im(T™') CV
entonces, m < n. De esta forma concluimos que dim(V) =n =m = dim(W) O

El interrogante que nos planteamos ahora es ;jctal es la relacion entre la matriz asociada
a una transformacion lineal invertible y su inversa?. La respuesta viene dada por la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.3.16 Sean V y W, K - espacios vectoriales. Sea T : V — W una transforma-
cion lineal invertible. Sean By = {vy, -+ ,v,} base de V, By = {wy, -+ ,w,} base de W. Sea
\T||B,B, la matriz asociada a T en las respectivas bases. Entonces,

1T~ 525, = 1Tl 5,
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Demostracion 3.3.17 Consideremos el diagrama:

T
Vg, —=Wp,

T—1
T—1oT=Idy

Vg,

Se tiene entonces,

T~ o T\ g,5, = |Idv| 5,5,

Aplicando la proposicion 3.3.4 y teniendo en cuenta que ||Idy| g, = Inxn = I se llega a,

HT71H3231||TH3132 =1 (3'11)

Haciendo un razonamiento similar se obtiene,

HT“B1BQHT71H3231 =1 (3'12)

De las identidades 3.11 y 3.12 se concluye que |T7"||p,5, es invertible y ademds:

1T~ 5.5, = I TII5, B,

como se queria ver. []

3.4. Transformaciones Ortogonales

Hasta aqui hemos tratado con transformaciones lineales, es decir funciones definidas sobre
espacios vectoriales que preservan las operaciones de suma y producto por un escalar. Ahora
vamos restringir nuestra mirada a los endomorfismos, que estan definidos sobre un espacio
vectorial dotado con producto interno. En particular vamos a pedirle al endomorfismo que
preserve el producto interno es decir, que el endomorfismo sea una transformacion ortogonal.

Definicién 3.4.1 Sea V un R - espacio vectorial de dimension finita, dotado con producto
interno (,). La transformacion lineal T : V — V se dice una transformacién ortogonal si
satisface:

(T'(u), T(v)) = (u,v)
Para todo u,v en V.
Ejercicio 3.4.2 1. Sea R?® dotado con su producto interno candnico. Sea F : R? — R3
definida por:
F(z,y,z) = (xcos(0) — ysen(0), xsen(8) — ycos(0), z)

Donde 0 es un dngulo fijo. Demostrar que F' es una transformacion ortogonal. A la trans-
formacion F se la llama rotacion con eje en z y dngulo 6.

2. Sea R3 dotado con su producto interno candnico. Sea ¢ : R3 — R3 definida por:

¢<x7y72) = ('T> -y, 2)

Demostrar que ¢ es una transformacion ortogonal. A la transformacion ortogonal ¢ se la
denomina stmetria respecto al plano xz
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La siguiente proposicién muestra que una transformaciéon ortogonal conserva las relaciones
métricas de vectores.

Proposicion 3.4.3 Sea V un R - espacio vectorial de dimension finita, dotado con producto
interno (,). Sea T : V — V una transformacion ortogonal, entonces se satisfacen:

1. |IT)| = ||v|| cualquiera sea v € V
2. |T(v) = T(u)| = ||v —ul| para todo u,v € V
3. El dngulo entre u,v € V es igual al dngulo entre T'(u) y T'(v)

Demostracion 3.4.4 1. Sea v € V entonces,

1T =(Tw).Tw) =  (v)=]

T transf. ortogonal
de donde concluimos que, ||T'(v)| = [|v||

2. Sean u,v € V entonces,

1T (0)=T ()| = {T(v), T(0))=2(T (), T(v)) (T (w), T(v)) = [[v]*=2(u, v)+][ul* = [lv—u]
de donde, ||T'(v) — T(u)|| = ||v — ul|
3. Sea 0 el dngulo entre T'(u) y T'(v) (suponemos que u # Oy y v # Oy ) entonces,

('), Tw) _ (w0

03O = T T~ Tulll

Luego el angulo entre T'(u) y T'(v) es el mismo que el dngulo entre u y v.
0

Proposicion 3.4.5 Sea V un R - espacio vectorial de dimension finita, dotado con producto
interno (,). Sea T : V — V una transformacion ortogonal entonces, T' es un isomorfismo.

Demostracion 3.4.6 FEl nicleo de T esta definido por:

ker(T) ={v e V:T(v) =0y}

Sea v € ker(T) entonces, 0 = (T'(v), T(v)) = (v,v). Luego, (v,v) =0, como el producto es
definido positivo, esto se cumple si y sdlo si v = Oy. Concluimos que ker(T) = {Ov} es decir,
dim(ker(T)) = 0 y por ende T es monomorfismo. Por el Teorema de la dimension se tiene,
dim(Im(T)) = dim(V) esto nos dice que T es epimorfismo. Por lo tanto T resulta isomorfismo.

U

Vimos en la proposicién precedente que toda transformacion ortogonal es un isomorfismo.
Sabemos que todo isomorfismo transforma una base del espacio de partida en una base del espa-
cio de llegada. En el caso de las transformaciones ortogonales se transforman bases ortonormales
en bases ortonormales.
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Teorema 3.4.7 Sea V un R - espacio vectorial de dimension finita, dotado con producto in-
terno (,). Una transformacion lineal T : V — V es ortogonal si, y sdlo si, transforma bases
ortonormales en bases ortonormales.

Demostracién 3.4.8 1. Supongamos que T es ortogonal. Sea B = {vy,--- ,v,} una base
ortonormal de V. Sabemos que T es isomorfismo por lo tanto, B" = {T'(v1), -+ ,T(v,)}
es base de V. Falta ver que B’ es base ortonormal. Consideremos,

(T(v:), T(v))) = (o) = 9
B es ortonormal
Por lo tanto B' = {T(v1),--- ,T(v,)} es base ortonormal.

2. Supongamos que T transforman bases ortonormales en bases ortonormales. Sea B =
{v1,- -+ ,un} una base ortonormal de V. y B" = {T(v1),---,T(v,)} la correspondiente
transformada (que sabemos es ortonormal). Sean u,v € V entonces,

U =01V + -+ QpUy
U:5101+"'+ann

Al calcular el producto interno entre u,v se obtiene,

(u,0) = 1P+ + By
Por otro lado se tiene,

T(u) =a1T(vy) + - - + o, T(vy,)
T(v) = /T (v1) + -+ BaT (vn)

Ahora si se calcula el producto interno entre T'(u), T(v) se obtiene,

<T(U), T(U)> =B+ oy

Concluimos que (T'(u),T(v)) = (u,v) entonces, la transformacion T es ortogonal.

O
Observaciéon 3.4.9 Sea V un R - espacio vectorial de dimension finita, dotado con producto
interno (,). Se considera la transformacion ortogonal T : V — V, sea B = {vy,--+ ,v,}, una
base ortonormal de V. Se desea encontrar la matriz de T asociada a la base B. Para encontrar
dicha matriz escribimos T'(vj), 7 = 1,--- ,n como combinacion lineal de los elementos de B,
esto es,

T(Uj) = a1;V1 + -+ -+ QyjUy

Con esta notacion tenemos que,

175 = (ai;)
Veamos que ||T||p es una matriz ortogonal. Para ello observemos que, por el Teorema 3.4.7
el conjunto {T(v1),---,T(v,)} es una base ortonormal de V, por lo tanto,

(T'(v), T(vr)) = 0
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Por otro lado tenemos que,

Sj = (T(v;), T(vg)) = {a1701 + -+ + QnjVn, 1x01 + -+ + Apn) = Y 3505
=1

luego, > 7 | aijay, = Ok, es decir las columnas de |T||g son ortonormales, por ende la
matriz es ortogonal.
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Capitulo 4

Determinantes

En el presente capitulo veremos que a cada matiz cuadrada (de entradas reales), se le puede
asignar un numero real mediante una funciéon multilineal alternada, denominada determinan-
te. Los determinantes se usan en una diversidad de contextos, por ejemplo podemos citar la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, calculo de la inversa de una matriz. Otras de las
aplicaciones es el calculo del polinomio caracteristico que sera estudiado en el capitulo siguiente.

4.1. Introduccion
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales (a coeficientes reales), de dos ecuaciones y

dos incégnitas, definido por:

a1171 + a2 = by
2171 + G222 = by

Si suponemos que ay; # 0 y efectuando el método de eliminaciéon gaussiano, obtenemos el
siguiente sistema equivalente:

a1l all

(CL11G22 - 042(121)3?2 = a11by — a1y

Observemos que si aj1a90 — a12a9; # 0 el sistema tiene unica soluciéon dada por:

a201 — ajaby

T =
11022 — Q12021

a11b2 — a1 by

T —
a11022 — Q12021

El ntnero aj1a9e — aisas; determina si el sitema tiene tnica solucion o no, a este niimero
lo llamaremos el determinante de la matriz asociada al sistema. En forma general se tiene la
siguiente:

Definicién 4.1.1 Sea A la matriz de R?*2,

ailr aig
A=
ag1  A22

se define el determinante de A, como la funcion que a cada matriz de R**? le hace corresponder
el numero real det(A) tal que,



TOPICOS DE ALGEBRA LINEAL | 66| BARROS - ORQUERA

det : R?*? 5 R

det(A) = 11922 — Q12421
Ejemplo 4.1.2

3 -3
det<2 - ):3-5—(—3)-2:21

Ahora se generaliza la nocién de determinante a matrices de R™*". El siguiente Teorema que
se da sin demostracién, caracteriza al determinate como una funcién del espacio de matrices
cuadradas en el cuerpo.

Teorema 4.1.3 Sea A € R™*™. Se considera a la matriz A particionada por columnas, es decir,
A= (Ay---A,) entonces, la funcion:

det : RV — R
satisface las siguientes propiedades:

1.

2. Para todo A € R

d@t(Al...AjAj+1...An) =0

4. Si I es la matriz identidad de R™*"

det(I) =1

Cualquier funcién que satisfaga las cuatro propiedades del Teorema 4.1.3 se dice un determi-
nante. Es mas, de existir tal funcién es tnica. Por ejemplo comprobemos que para matrices de
R?*2 ]a funcién definida en 4.1.1 cumple con las condiciones del teorema. Para este caso,

det(A) = ajnaz2 — a12a91

/ / /
det(Ar + A1As) = (a1 + aip)age — a12(ar + as)
! !
11022 — Q12021 + Q71022 — Q1209

d@t(AlAg) + det(AllAg)

Se procede en forma anéloga para la segunda columna.
2. Para todo A € R
det()\AlAg) = (/\CLH)GQQ — (lm()\agl) = )\(CLHCLQQ — algagl) = /\det(AlAg)

En forma similar se demuestra la propiedad para la segunda columna.
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3. 81 A = Ay = A,

21 Aa21

det(A1Ay) = det ( @i dn ) = ajijaz; — azay =0

4. Si I es la matriz identidad de R?*?

10

det(I) = det < 0 1

):1~1—0-O=1

Asi resulta que la funcién det(A) = aj1a92 — aq2a9 es el determinante de matrices de dos por dos
con entradas reales. La siguiente proposicién nos dice que la funcion determinante es alternada.

Proposicion 4.1.4 Sea A € R™™", si A" es la matriz que se obtiene a partir de la matriz A,
permutando una de sus columnas entonces,

det(A") = —det(A)
Demostracién 4.1.5 Por la parte 3) del Teorema 4.1.3, se tiene,

det(Ay...A;+ A AL+ Aj Ay) =0
Aplicando 1) del Teorema 4.1.5,

=0 =0

luego,

O

Otra consecuencia del Teorema 4.1.3 es el siguiente corolario.
Corolario 4.1.6 Sea A € R™"™ y X\ € R entonces,
det(AA) = N'det(A)
Demostracién 4.1.7 Aplicando 2) del Teorema 4.1.3, en la primer columna,

Iterando el proceso hasta llegar a la ultima columna, se obtiene,
det(ANA) = Q-+ - Adet(A;...A;.. A,) = N'det(A)

n—veces

O

Observacion 4.1.8 Es de observar que todas la propiedades enunciadas sobre las columnas de
la matriz son validas para las filas.
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4.2. Calculo del determinante por cofactores

Se ha visto la existencia (y unicidad) del determinante para matrices de R**?. En esta
seccion se mostrara una forma de calcular un determinante de orden n por medio de cofactores.

Definicién 4.2.1 Sea A € R™", se denota por A(ilj) a la matriz de R®"=D*0=1 gue resulta
de eliminar la fila © y la columna j de la matriz A.

Definicién 4.2.2 Sea A € R"*", el menor del elemento a;; de A, es det(A(i|7)).

Definicién 4.2.3 Sea A € R™", el cofactor asociado al elemento a;; de A, denotado por
A;j, esta definido por:

Ayj = (=1)"det(A(il5))
Ejemplo 4.2.4  a) Calcular los menores de los elementos ass y ass de la matriz:

0 -1
5 2
-1 4

A:

S = W

Para este caso se calculan det(A(3]2)) y det(A(2]3)) es decir:

det(A(3]2)) = det ( o) ) _7

det(A(2]3)) = det ( - ) _ 3

b) Calcular los cofactores asociados a los elementos ass y asg de la matriz A del inciso
anterior.
Se tiene que

Asy = (=1)*T2det(A(3]2)) = -7

Aoy = (—1)2"3det(A(2]3)) = 3

El siguiente Teorema brinda una férmula para calcular el determinante de una matriz de
R"*". Esta férmula expresa que todo determinante es la suma de los productos de los elementos
de la fila 7 por sus correspondientes cofactores. Es de observar que cada cofactor contiene un
determinante de orden n — 1, con lo cual por iteracion se puede llegar a determinantes de orden
2, que es el caso que sabemos calcular. Una férmula similar es valida para las columnas.

Para probar que efectivamente, la férmula dada por dicho teorema es la funcién determinante
se usara el Teorema 4.1.3.

Teorema 4.2.5 Sea A € R™"™ entonces,

det(A) = Z aiinj = CL,;lAl'l + ...+ amAm

J=1

Donde i es un nimero natural entre 1 y n.
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Demostracion 4.2.6 La demostracion es por induccion sobre n.

a) Para n = 1 se tiene, A = (aq1), se define, det(A) = ay1 esta funcion cumple con las
propiedades del Teorema 4.1.3.

n—1
b) Supongamos que det(A) = ZaijAzj, con Aij = (—1)"det(A(ilf)), satisface las propie-
j=1

dades del Teorema 4.1.3, y veamos que,

det(A) = Z aiinj = ailAil + ...+ ainAin

=1

satisface dichas propiedades.

1. Supongamos que la columna s de A € R™™ es de la forma: Ay = A, + A y por lo tanto,
a;s = a,, + all; entonces,

d@t(A) = det(AlA; + AZATL) = Z Cl,iinj = Z aiinj + (CL;S + CL;,S)AZS
j=1

=1, j#s

entonces,

det(AlA; + A;,An> = E a,iinj + CL;SAZ‘S + a';,gAis
—1
s

Por hipdtesis inductiva, y considerando que cada determinante de orden (n — 1), para

Jj # s, es la suma de dos determinantes cuyas columnas en el lugar s son AL, AY se tiene,

det(AlA’S + A/S/An> = ( Z aiinj —|—0J;SAZ'S> + < Z aiinj + CLZSAZS>

J=1, j#s J=1, j#s

es decir,

det(Ay. A + AV A,) = det(Ay.. AL A) + det(A,... A" ... A,)

2. Para todo A € R

d@t(Al)\AsAn) = Z CLZ]A” = Z &l]AU + )\aisAis
=1 j=1
is
Se debe tener en cuenta que al calcular el cofactor A;; para j # s, A;j es el determinante
de una matriz de (n — 1) X (n — 1), por lo que vale la hipétesis inductiva, entonces se
puede extraer el factor A y se obtiene:

det(AlkAsAn) =\ Z aijAl-j + )\aisAis
j=1
is
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por lo tanto,
det(A1.. NA;.. Ay) = Mdet(Aq... As.. Ay)

3. SZ AS == A5+1

d€t(A1...AsAS+1...An> = Z CL”AZ] + a’isAis + a’is—‘rlAis—i-l
=1
s
s+1

Por la hipdtesis inductiva A;; = 0, para j # s, s+ 1, pues tienen dos columnas iguales.
Recordando ademds que detA(i | s) = detA(i | s+ 1), se tiene:

det(Ay.. . AAgy 1. Ay) = ais(—1)T5detA(i | 8) + aisy1(—1)"detA(i | s +1) =0

4. Si I es la matriz identidad de R™™ entonces,

j=1

n
Por el Teorema 4.1.3 y el principio de induccion la funcion det(A) = Zaiinj es el
j=1
determinante de matrices de R™™

O

4.3. Determinante de orden tres

Se aplica en esta seccion el desarrollo por cofactores a determinantes de matrices de tres
por tres con entradas reales.

Sea A € R3*3

ailz aiz ais
A= (21 Q22 (23
a31 a3z as3

Si aplicamos el Teorema 4.2.5 a la primera fila de la matriz A obtenemos:

det(A) = ay (=) det(A(1]1)) + ara(—1)"det(A(1]2)) + a15(—1)"T3det(A(1]3))

Es decir que cada término consiste en el producto de un elemento de la primera fila de la matriz,
por el determinante de la matriz de 2 x 2, que se obtiene al suprimir la primera fila de A y la
columna j, 1 < j < 3 multiplicado por (—1)'*7. De esta forma hemos calculado el determinante
de A € R3*3 conforme al desarrollo por cofactores por primera fila. En forma desarrollada se
obtiene:

det(A) = (1)t (0292 Vg1 e (20 ) a0 e (0202
33

32 a31 Aass az1 as2
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Ejemplo 4.3.1 Calcular el determinante de la matriz
3 0 -1
A=11 5
0
desarrollando por primera fila.

Calculemos primero det(A(1]7)) para 1 < j < 3.

det(A(1]1)) = det( co ) _ 9
det(A(1]2)) = det< o ) _4

det(A(1]3)) = det ( o ) —
Segun hemos visto:
det(A) = ay (=) det(A(1]1)) + ara(—1)"2det(A(1]2)) + a15(—1)"T3det(A(1]3))

Obtenemos:
det(A) = 3(—1)""122 + 0(=1)""24 + (=1)(=1)"*3(=1) = 67

Observacion 4.3.2 De forma similar, se tiene el desarrollo por columnas. Por ejemplo,
si se desarrolla el determinante de A por sequnda columna se obtiene:

det(A) = arp(—=1)"det(A(1]2)) + age(—1)*"det(A(2]2)) + asy(—1)*T2det(A(3]2))
Ejemplo 4.3.3 Calcular el determinante de la matriz
3 0
A= 1 5
0
desarrollando por sequnda columna.

Calculemos primero det(A(i|2)) para 1 <i < 3.

det(A(1]2)) = det( é . ) 4
det(A(2]2)) = det ( o ) — 12
det(A(3]2)) = det ( ) ) _7

Luego,

det(A) = 0(—1)""2det(A(1]2)) + 5(—1)*"2det(A(2]2)) + (—1)(—1)*"2det(A(3]2))
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Remplazando obtenemos:
det(A) =0(—1)4 +5(12) + 1(7) = 67
Que resulta el mismo valor, que cuando se calculo desarrollandolo por primera fila.

Con las definiciones precedentes del desarrollo del determinante por filas o columnas de una
matriz A € R3*3 se prueba el siguiente teorema.

Teorema 4.3.4 Sea A € R¥*3 entonces, det(A) = det(AT)

11 Q12 Aa13 ail Aao1 asi
Demostracién 4.3.5 Sea A= | as; a2 a3 entonces, AT = | a1p az as
a3; Aazz ass @13 Qa23 (33

Al desarrollar el determinante de A por primera fila se obtiene:

det(A) = apdet(A(1]1)) — aradet(A(1]2)) + arsdet(A(1]3)) (4.1)
Ahora si se desarrolla el determinante de AT por la primer columna:

det(AT) = apydet(AT(1]1)) — ajodet(AT(2|1)) + arsdet( AT (3]1)) (4.2)

Observamos que los determinantes: det(AT(1]5)) = det(A(j|1)) por ser matrices de 2 x 2.
Teniendo en cuenta esta observacion y comparando 4.1 y 4.2 se obtiene que:

det(A) = det(AT)
U

El resultado del Teorema 4.3.4 vale en general para matrices de R™*".

Teorema 4.3.6 Sea A € R™"™ entonces, det(A) = det(AT)

4.4. Determinante de un producto de matrices

En esta seccion, se demostrara que el determinante de un producto de matrices es el producto
de los determinantes. Los dos lemas previos resultan ttiles al momento de demostrar el resultado
antes mencionado. Recordemos que todas las propiedades enunciadas sobre las columnas de la
matriz son validas para las filas.

Lema 4.4.1 Sea E € R™"™ una matriz elemental se verifica que,

1) Si E es la matriz que representa la permutacion de la fila i por la fila j entonces,
det(E) = —1.

2) Si E es la matriz elemental que representa la multiplicacion de la fila i de la matriz
identidad I por un escalar o # 0 entonces, det(F) = «

3) Si E es la matriz elemental que representa la suma de la fila i, mds la fila j multiplicada
por un escalar entonces, det(F) =1

Demostracién 4.4.2 1) Se sabe que det(I) =1 y que la matriz E se obtiene permutando
la fila i por la fila j a partir de la matriz identidad entonces, det(E) = —det(I) = —1.
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2) Puesto que E se obtiene multiplicando la fila i de la matriz identidad I por a se tiene
det(E) = adet(I) = a.

3) E se obtiene multiplicando la fila j (de la matriz identidad) por o # 0 y sumando el
resultado a la fila i entonces, det(E) = det(I) = 1.
[l

Lema 4.4.3 Sea E € R™™" una matriz elemental y B € R™"™ entonces,
det(EB) = det(E)det(B)

Demostracién 4.4.4  a) Si E es una matriz de permutacion entonces,
EB = B, la matriz B' que se obtiene es la matriz que tiene permutada la fila i de la
matriz B por la fila j, de esta forma se obtiene:

det(B') = —det(B) = (—1)det(B) = det(E)det(B)
donde se ha utilizado la parte 1) del lema anterior.

b) Si E es la matriz elemental que representa la multiplicacion de la fila i de la matriz
identidad I por un escalar o # 0 entonces, EB = B’ ahora B’ es la matriz que resulta de
multiplicar la fila © de la matriz B por el escalar o entonces,

det(B') = adet(B) = det(FE)det(B)
Hemos utilizado la parte 2) del lema anterior.

c) Si E es la matriz elemental que representa la suma de la fila i, mds la fila j multiplicada
por un escalar entonces, EB = B’ aqui B' es la matriz que resulta de sumar la fila i de
B la fila 7 de B multiplicada por un escalar. Teniendo en cuenta la parte 3) del lema
anterior se obtiene

det(B') = det(B) = (1)det(B) = det(F)det(B)
U

Observacion 4.4.5 Recordemos que, si A € R™*™ es invertible entonces, se dice no singular.
En caso contrario se dice singular.

Proposicién 4.4.6 Si A € R™" es invertible (no singular) entonces, det(A) # 0

Demostracion 4.4.7 A es invertible si y solo si es producto de matrices elementales, es decir
A= E\FEs...E, por lo tanto,

Aplicando ahora n-veces el lema anterior obtenemos,

det(A) = det(E,)det(E,)...det(E,) # 0
Pues E; es elemental por lo que det(E;) # 0 O

Teorema 4.4.8 Sean A € R™*" y B € R™" entonces,

det(AB) = det(A)det(B)
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Demostracién 4.4.9  a) Supondremos que det(A) = det(B) =0
Como det(B) = 0 entonces, B no es invertible, luego 3 X € R"™! X =0, tal que, BX =0
entonces,

(AB)X = A(BX) = AOguxi = Ognsi
Luego AB no es invertible entonces, det(AB) =0 =0-0 = det(A)det(B)

b) Supongamos que det(A) =0 y det(B) # 0
Como det(A) = 0 entonces, A no es invertible luego, 3 Y € R™1Y £ Ognx1 tal que
AY = Ognx1i. Dado que det(B) # 0 entonces, B es invertible y por lo tanto existe un
tinico vector X € R X # 0 tal que BX =Y luego,

(AB)X = A(BX) = AY = Ognx1
Entonces, se deduce que, AB no es invertible luego,
det(AB) = 0 = Odet(B) = det(A)det(B)

c¢) Supondremos que det(A) # 0 entonces, A resulta invertible y por ende se puede expresar
como producto de matrices elementales, es decir:

A=FEF. B,

De esta forma se tiene que,

Usando el Lema 4.4.3, se obtiene,

Iterando el proceso obtenemos,
det(AB) = det(Ey)det(E,)...det(E,)det(B)
Entonces,

det(A)

A\

det(AB) = det(E, )det(E,)...det(E,) det(B)

Y obtenemos que, det(AB) = det(A)det(B)
U

Corolario 4.4.10 Sea A € R™ ™ invertible entonces,

1

det(A™") = (det(4) ™ = — @
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Demostracién 4.4.11 Al ser A invertible, 3 A=' € R™ " tal que, AA~" = A=Y A = I entonces,
aplicando el teorema anterior tenemos:
det(AA™) = det(I) = 1 = det(A)det(A™') =1
puesto que det(A) # 0 se obtiene,

1
~ det(A)

det(A™)
U

Definicién 4.4.12 Sea A € R™*" se define la n - ésima potencia de A como,

A" =AA.A
—

n—uveces

Corolario 4.4.13 Sea A € R™" entonces det(A") = (det(A))".

Demostracion 4.4.14 Demostraremos utilizando induccion.
1) Sin =1 entonces, det(A') = (det(A)).
2) Supongamos que la propiedad es verdadera para (n—1) € N y veamos que se cumple para n.

det(A™) = det(A"'A) = det(A" V) det(A) = (det(A))""‘det(A) = (det(A))"

=
HI
0

4.5. Calculo de la inversa

A continuacién se vera como se puede calcular la matriz inversa de una matriz no singular
de R™ ™. El método del cédlculo de la inversa por medio de su matriz adjunta no resulta practico
para matrices de dimensiones grandes n > 3, pero la férmula que se obtiene tiene implicaciones
tedricas importantes.

Definicién 4.5.1 Dada A € R™" se define la matriz de cofactores de A, (y la denotaremos
por Cof(A)), la matriz que resulta de sustituir cada posicion de la matriz dada, por el cofactor
correspondiente. Esto es si

app - Qip
A=
Al Qo
entonces,
Ay - A
Cof(A) = -
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Definicion 4.5.2 Si A € R™ " es como en la definicion 4.5.1 entonces, Se define la Adjunta
de A como la transpuesta de la matriz de cofactores, es decir,

Ay - An
Adj(A) = =+
Aln T Ann
1 0 1
Ejemplo 4.5.3 Calcular la adjunta de la matriz A=1| -1 2 1
0 -2 -1

Calculamos la transpuesta de la matriz de cofactores, se obtiene:

0 —2 -2
Adj(A) =| -1 -1 —2
2 2 2

Observacion 4.5.4 Al calcular el determinante de la matriz del ejemplo 4.5.3 se obtiene
det(A) = 2.
Cuando se calcula Adj(A)A se obtiene:

Adj(A)A = = det(A) L33

S O N
S NN O
N OO

El ejemplo de la observacion 4.5.4 ensena dos cosas: que la suma de la multiplicacién de los
elementos de una fila por los cofactores de otra es cero. Ademas el producto de la adjunta por la
matriz es la matriz diagonal que tiene como elemento de la diagonal principal al determinante
de la matriz. Estos hechos los formalizamos.

Lema 4.5.5 Sea A € R™™" entonces, la suma de los productos de los elementos de una fila de
la matriz por los cofactores de los elementos correspondientes a otra fila es cero.

Demostracién 4.5.6
a1 -+ Qin
A=

Qp1 - Apn

Consideremos i # s, sumando la fila i con la fila s se tiene, y desarrollando por dicha fila,
se obtiene,

n

det(A) = Z(asj + aij)As]‘ = Z aSjASj + Z aijAsj
j=1 j=1 j=1
———
det(A)

entonces, Z a;jAs; =00

Jj=1

Teorema 4.5.7 Sea A € R™*" entonces, Adj(A)A = AAdj(A) = det(A) L xn
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Demostracién 4.5.8

app 0 Qip A - A
AAdj(A) =
Qp1 -+ Qnp Aln T Ann
entonces,
Z alelj s Z alenj
j=1 j=1
AAdj(A) = : - :
Z anjAlj s Z anjAnj
j=1 j=1
Por el Lema 4.5.5 sabemos que, Z a;jAs; = 0 para i # s, mientras que Z a;;A;; = det(A)
J=1 j=1
luego,
det(A) --- 0
AAdj(A) = U = det(A)l
0 oo det(A)

la otra igualdad se demuestra de forma andloga. [
Teorema 4.5.9 Sea A € R"*", A es invertible si y solo si det(A) # 0

Demostracién 4.5.10 =) Si A es invertible, 3 A™' € R™" tal que AA™ = A71A =1
entonces, det(AA™) = det(I) = 1 = det(A)det(A™") =1 luego, det(A) # 0

<) Sidet(A) # 0, por el teorema anterior se verifica
A Adj(A) = Adj(A)A = det(A) I xn
Al ser det(A) # 0 entonces,

(@Adjm)) A=A (%(A)Adj(fl)) = Inxn

Por la unicidad de la matriz inversa se concluye que,

o1 .
= MACZJ(A)

U

Observacion 4.5.11 Si A € R™™" es una matriz no singular, es decir det(A) # 0. El teorema
provee un método para calcular la inversa de A. Como vimos,

NS T
AT = G A

Este método para calcular la inversa es poco prdactico cuando la dimension de la matriz es
grande.
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1 0 1
Ejemplo 4.5.12 Calcular la matriz inversa de A = | —1 2 1 empleando el método
0 -2 -1

de la matriz adjunta.

Como el det(A) = 2 esto significa que A es invertible. Al calcular la adjunta de esta matriz se
obtuvo:

0 -2 =2
Adj(A) = -1 -1 =2

2 2 2

Entonces,
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Capitulo 5

Autovalores y Autovectores

Dado un operador lineal 7' : V — V| en general no existe una relacién entre un vector no nulo
v € V y su transformado 7'(v). Sin embargo puede darse el caso en que T'(v) sea un miltiplo
escalar de v, es decir que la direccion de v permanezca invariante cuando se aplica el operador
T. En el caso v = Oy se cumple que T'(Oy) = a0y, Ya con lo cual no aporta informacién acerca
de las direcciones invariantes. Este capitulo estda destinado al estudio de aquellos operadores
lineales que dejan invariantes ciertas direcciones del espacio en el cual estan definidos.

5.1. Autovalores y Autovectores de un operador lineal

Definicién 5.1.1 Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Sea T : V — ¥V un operador
lineal. Un vector no nulo v € V es un autovector del operador T', asociado a N\, si para algin
A € R, se cumple,

T(v) =X

Al niumero real X se lo llama autovalor del operador T

Ejemplo 5.1.2 Consideremos el operador lineal T : R*>** — R2*! definido por:
(- ()
i) —T1 + To

) es autovector de T', asociado al autovalor \; = 2 pues,

r(3)=(3)=2(4)

. . 1
Ademds se verifica para el operador T que el vector vy = ( 1 ) es otro autovector, pero

Entonces, v; = < 1

asociado al autovalor \s = 0 pues se satisface,

()= (0) ()

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n, y consideremos T : V — V un operador lineal.
Si B es una base de V, sabemos que el operador lineal T, tiene asociada una matriz respecto a
dicha base. Supongamos que el vector no nulo v € V es un autovector del operador 7', asociado
a A € R es decir,
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T(v) = Mv
Si en esta ultima igualdad se toman coordenadas respecto de la base B, se obtiene,

[T(v)]p = Alv]p

Teniendo en cuenta la propiedad de la matriz ||T'||5, se concluye que,

|7 5[v]s = Alv]s (5.1)

Sea A = ||T||g la matriz de T respecto de la base B y x = [v]p entonces, la ecuacién 5.1 se
reescribe en la forma:

Ax = \z

Es decir que el vector no nulo z € R™ ! es una direccién que permanece invariante para la
matriz A. Por lo que acabamos de observar vamos a construir un método para encontrar los
autovalores y autovectores de matrices con entradas reales.

5.2. Autovalores y Autovectores para matrices

Definicién 5.2.1 Sea A € R™", x € R x # 0 es un autovector de A, asociado al
autovalor A € R, si cumple,

Ax = \z

El problema que nos queda planteado es como encontrar los autovalores y autovectores de
una matriz. El siguiente ejemplo nos permite vislumbrar como proceder en el caso general.

Ejemplo 5.2.2 Sea A € R?**? definida por,

=53 4)

Se desea encontrar los autovalores y autovectores de de la matriz A. Planteamos la ecuacion
Ax = \x donde, x € R**! es decir,

2 2 | —\ Ty
2 -1 T2 - T2
Esta ultima ecuacion es equivalente a escribir:

\(2;/\ —12—A)1(2>:(8) (5.2)

-

M

Como se estd buscando un vector no nulo v € R?**! que sea solucion del sistema 5.2, éste
debe ser compatible indeterminado, por lo cual la matriz M, debe ser no invertible, esto es
equivalente a pedir que el determinante de esta matriz es nulo. Esta iultima consideracion nos
lleva a plantear la siguiente condicion:

2— A 2
det( 9 _1_)\>:0
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es decir,

M-A-6=0 (5.3)

La ecuacion N> — X\ — 6 = 0 puede o no tener soluciones reales (segquro tiene soluciones
complejas, por ser C un cuerpo algebraicamente cerrado). En estas notas nos interesa encontrar
autovalores reales de las matrices. El caso complejo no lo estudiaremos. La ecuacion 5.3 tiene
como soluciones reales, Ay = —2 y \o = 3. Para hallar los autovectores asociados a estos
autovalores, se sustituye en el sitema 5.2 por los valores de A\ y Ag y se resuelve. Lo hacemos

para \y = —2,
4 2 T o 0
2 1 ) N 0

este sistema es equivalente a,

(23)(2)-()

Por lo tanto, x5 = —2x1 entonces,
T — 1
) -t —2
———
ul
Es decir todo mailtiplo no nulo del vector uy es autovector asociado al autovalor Ay = —2,

por ejemplo el mismo uy. Verificar que el vector,

(1)

es el autovector asociado al autovalor g = 3.

La siguiente proposicién nos da el método general para determinar autovalores y autovec-
tores de una matriz.

Proposicion 5.2.3 Sea A € R™™ una matriz con entradas reales, entonces las siquientes
’
aﬁrmaciones sS0N equwalentes:

a) A es un autovalor de A
b) El sistema de ecuaciones (A — N )x = 0 tiene solucion no trivial
c¢) Eziste un vector distinto de cero x € R™*1 tal que Ax = \x

d) X\ es una solucion real de la ecuacion det(A — N) =0

Demostracion 5.2.4 Veamos las implicaciones:

a) — b) Puesto que A es autovalor de A, entonces existe x # Ognx1 tal que, verifica Ar = Az,
luego Ax = M x donde, I € R™™ es la matriz identidad.
La igualdad Az = Nz, es equivalente a escribir (A — X))z = 0, puesto que x # Ognx1,
este sistema lineal homogéneo tiene solucion no trivial.
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b) = ¢) Como (A — M)z = 0 tiene solucion no trivial, es posible hallar © # Ognx1 que satisfaga
esta ecuacion. Entonces (A — M)z =0 < Ax = \x.

c) — d) Se sabe que existe x € R"*! no nulo, tal que, Ax = A\x & (A—X)x = 0. Como © # Ognx1,
el sistema lineal homogéneo tiene solucion no trivial, lo que indica que la matriz A — A\
es no invertible o equivalentemente, su determinante se anula, det(A — \I) = 0. El valor
A € R, es una solucion real de la ecuacion planteada de la ecuacion det(A — \I) = 0.

d) — a) Se tiene que X es una solucion real de la ecuacion det(A — AI) = 0, esto dice que la
matriz (A — M) no es invertible, y por ende, existe un vector x distinto del vector nulo,
que es solucion del sistema (A — X )xz = 0. La dltima ecuacion es equivalente a pedir que
Ax = Az y por definicion resulta que, \ es un autovalor de A.

O

Observacién 5.2.5 1) Siempre que A sea una matriz n X n con entradas reales, al desa-
rrollar det(A — M) se obtiene un polinomio mdnico de grado n con coefientes reales.
Al polinomio P(\) = det(A — \I) se lo denomina Polinomio Caracteristico de A y a
sus raices se las denominan Raices Caracteristicas. FEstas definiciones siguen siendo
validas cuando el cuerpo es el de los nimeros complejos.

2) La ecuacion det(A — M) =0 se denomina Ecuacion Caracteristica de la matriz A.
Ejemplo 5.2.6 Dada T : R® — R3 definida por:

T(:L’l, Ta, .733) = (2LL’1 —+ T2, X1 + 21’2, 3I3)

Encontremos los autovalores y los autovectores de T. Consideremos la base candnica de R3,
E =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, luego la expresion matricial del operador esta dada por:

T 210 T
T i) = 1 20 i)
T3 0 0 3 T3
Entonces,
210
IT|s=A=[1 2 0
00 3

Es la matriz asociada a T en la base E. La ecuacion caracteristica para A viene dada por:

2—-A 1 0
det 1 2—X 0 =0
0 0 3-2A

es decir,

(3= N2~ 1] =0

Al desarrollar el primer miembro de la ultima igualdad se obtiene un polinomio de grado
tres. Las soluciones de la ecuacion caracteristica son: Ay = 3, Ay = 3, \3 = 1. Asi 3 resulta raiz
de multiplicidad 2 y 1 es raiz simple. Para hallar los autovectores planteamos el sistema:
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2— A 1 0 1 0
1 2—A 0 T = 0
0 0 3—-2A x3 0
Con A1 = 3 resulta el siguiente sistema homogéneo
-1 1 0 1 0
1 =10 xyo | =10
0 0 0 T3 0

Triangulando la matriz asociada al sistema, se obtiene el siguiente sistema equivalente:

-1 10 1 0
0 0 O o | =1 0
0 0 O T3 0

La solucion al sistema de ecuaciones lineales es: x1 = xo y x3 es variable libre. Si se toma
x3 = 0 se obtiene el autovector:

1
Uy = 1

0

Si x3 = 1, entonces, se obtiene otro autovector:

1
Uy = 1
1

Ahora, si consideramos A\ = 1, el sistema de ecuaciones resulta:

1 10 1 0
110 ro | =1 O
00 2 T3 0
Triangulando resulta el siguiente sistema equivalente,
110 1 0
0 00 xo | =1 0
0 0 2 T3 0
y la solucion del sistema de ecuaciones lineales es: x1 = —x9 y x3 = 0, entonces,
1
Uz = —1
0

Asi los autovectores asociados a los autovalores A1 =3, Ao =3 y A3 = 1 son:

1 1 1
Uy = 1 U9 = 1 Uz = -1
0 1 0

Se puede verificar que estos 3 vectores son linealmente independientes por lo que forman
una base de R3.
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Ejemplo 5.2.7 Sea P, el espacio de polinomios de grado menor o igual que dos a coeficientes
reales. Sea T : Py — Py definida por:

T(ag + art + ast®) = 2ag + (—ag + 3a1)t + (a1 + az)t*

Se pide encontar los autovalores y los autovectores de T'. Consideremos la base B = {1, t, t*}
de Py, la matriz de T en esta base es:

2 1
A=|T|g=| -1 3
0 1

_ o O

Sip = ag+ ait + ast?® es un autovector de T, asociado al autovalor \, se verifica,

1T 5lp]s = Alp|s

entonces,
2 1 0 ao )
-1 3 0 aq = aq
0 1 1 ao Qs

Es decir que el problema se reduce a encontrar los autovalores y autovectores de la matriz
A. Procediendo como en el Ejemplo 5.2.6 se obtienen:

)\1:1 )\2:2 )\3:3

y ademds,
0 1 0
[p1ilp=1| 0 p2lp =1 1 [p3]B =
1 1 1
Luego,

pr=t> pr=1+t+t> pp=2t+1

son los autovectores de T'. En este caso también se puede comprobar que el conjunto {p1,p2, ps}
es linealmente independiente, es decir, constituye una base para el espacio de polinomios de
grado menor o igual que dos.

Vimos cémo calcular los autovalores y autovectores de una matriz dada. Por la parte ¢) de
la Proposicién 5.2.3 los autovectores de la matriz A € R™ ", correspondiente al autovalor A
son las soluciones no nulas del sistema (A — Al )z = 0. Ahora bien el espacio solucién de este
sistema de ecuaciones (sabemos que es un subespacio de R™*1), es llamado Autoespacio de la
matriz A correspondiente al autovalor A. Es decir,

Ey={r ¢ R : (A- )z =0}

Es de observar que la dimension de este subespacio no siempre coincide con la multipli-
cidad de A\ como raiz del polinomio caracteristico a la cual denominaremos multiplicidad
aritmética. Llamamos multiplicidad geométrica del autovalor A a la dimensién del autoes-
pacio ). Se puede demostrar que en general la multiplicidad geométrica es menor o igual que
la multiplicidad aritmética.
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5.3. Diagonalizacion

Nos preguntamos:

i) jPara un operador lineal T, el polinomio caracteristico siempre tendréd la misma forma,
independientemente de la base que se elija para expresar su matriz asociada? Volveremos
sobre esta pregunta en el Capitulo 7.

ii) ;Siempre es posible encontrar una base de autovectores del espacio de partida para un
operador lineal T', o bien para su matriz asociada respecto de una base? Esta cuestion es
desarrollada en la presente seccion.

Definicién 5.3.1 Sea A € R™ ", la matriz A se dice diagonalizable, si existe una matriz
invertible P € R™™ tal que P~*AP = D es una matriz diagonal. En tal caso se dice que P
diagonaliza a A.

El problema de diagonalizacion de matrices A € R™*™ estd intimamente relacionado con el
problema de encontrar los autovalores reales y autovectores de dicha matriz. Esto se ilustra en
la siguiente proposicion:

Proposicion 5.3.2 Si A es una matriz de n x n con entradas reales entonces, son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

a) A es diagonalizable.

b) A tiene n autovectores linealmente independientes.

Demostracién 5.3.3 Veamos

a) = b) Como A es diagonalizable existe una matriz invertible P tal que D = P~'AP de esta
1qualdad se obtiene AP = PD. Haciendo explicita esta expresion se tiene:

AN 0O - 0 P11 P12 o Din
o T I I
6 0 )\n p;zl P;ﬂ ]97.m
Entonces,
Aip1ir AePiz o AnPin
AP — PD — A1?21 A2?22 )\nz.)2n
ANPut Aobaz -+ Aabun

Si se denota por Py...P,, las columnas de la matriz P entonces, las columnas de AP son
wquales a M Py, ..., \,P,, y por la cuenta realizada antes se tiene:

APy = M Py, APy = \oPs, ..., AP, = \,, P,

Puesto que la matriz P es invertible entonces, sus columnas son distintas de cero, y cada
columna P;, 7 = 1,---,n es un autovector de A asociado a un autovalor \;. Por ser
P invertible sus columnas son linealmente independientes, es decir, la matriz A tiene n
autovectores linealmente independientes.
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b) — a) Sean Py, Ps, ..., P,, los n autovectores de la matriz A entonces, la matriz P = (P, Ps...Py,)
es invertible (pues los vectores Py, Ps, ..., P, son linealmente independientes) y se cumple:

(APlAPQAPn) - ()\1P1, )\QPQ, ,)\npn)

Que es equivalente a decir:

AP = PD
donde,
A 0 0
0 X 0
D= .
0 0 An

Puesto que P es invertible se cumple D = P~YAP. Asi la matriz A resulta diagonalizable.

O

Observacion 5.3.4 Si una matriz es diagonalizable entonces, la Proposicion 5.5.2 nos ensena
como diagonalizar dicha matriz. El procedimiento es como sigue:

1) Se encuentran los n autovectores Py, Ps, ..., P, linealmente independientes de la matriz A.

2) Se escribe la matriz P que tenga a los vectores P; como columnas.

3) Luego, D = PYAP es la matriz diagonal, que tiene como elementos en la diagonal
principal a Ay, Ag, ..., A, que son los autovalores de A .

Veamos un ejemplo para desarrollar el método de diagonalizacion.

Ejemplo 5.3.5 Sea A € R?**? definida por,

=5 4)

En el Ejemplo 5.2.2 hemos calculado los autovalores y autovectores de esta matriz resultan-

do:
B 1
Uy = _9

el autovector asociado al autovalor Ay = —2 y

== ()

es el autovector asociado al autovalor Ay = 3. Ahora construimos la matriz P, como indica

la observacion 5.3.4,
1 2
(1)

La inversa de la matriz P es,
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SIS

Ut = |
(S]]

N———

Pl = (
Entonces se verifica que,

() A)5T)-(0)

Es decir que la matriz A es semejante a una matriz diagonal y por lo tanto diagonalizable.
Observar que en la matriz diagonal aparecen los autovalores de A.

G DU =

Observemos que, la diagonalizacién de una matriz depende de encontrar una base de auto-
vectores para poder construir la matriz P que diagonaliza la matriz dada. La proposicion 5.3.6
nos ensena que: A autovalores distintos les corresponden autovectores linealmente independien-
tes.

Proposicion 5.3.6 Sea A € R™"™. Si vq,...,v, con k < n son autovectores de A correspon-
diente a los autovalores distintos, M1, ..., \y entonces, {vy, ..., v} es linealmente independiente.

Demostracion 5.3.7 La demostracion la haremos por el absurdo. Supondremos que vy, ..., vy
son vectores linealmente dependientes que corresponden a autovalores distintos Aq, ..., M.

Por ser vy autovector de A, es distinto del vector nulo, por lo tanto {v1} es linealmente inde-
pendiente. Sea r el entero mds grande tal que {vy,..,v,.} es linealmente independiente. Como
se ha supuesto a vy, ..., v linealmente dependiente y r es tal que 1 < r < k, luego por la elec-
cion de r resulta que {vy, ..., v, v.41} es linealmente dependiente. Por lo tanto existen escalares
Q1 ey Oy Qg 1, MO todos nulos, tales que:

a1V + ...+ U + QU =0
Multiplicando ambos miembros por la matriz A se obtiene:
a1 Avy + ...+ @ Av + a1 Avey =0

= AUy + oo+ N F A A1V =0 (5.4)

St multiplicamos a aqvy + ... + @, v, + 110,41 = 0 por el autovalor \.,1 se tiene
A 101 + oo F A 10 + Q1 A 10 =0 (5.5)

Si restamos las ecuaciones 5.4 y 5.5 obtenemos

a1(A1 — Aeg)vr + o+ o (A — A1) v, =0 (5.6)

Puesto que {v1,...,v.} es linealmente independiente, de la ultima ecuacion se desprende que:
a1(M — A1) = 0y, a0 (Ar — A1) = 0 y como todos los autovalores de A son distintos
obtenemos que a; = 0, ..., . = 0.

Ahora st remplazamos estos valores en cyvy + ... + v, + 10,41 = 0 se tiene ,

Qry1Ur41 =0

puesto que v,y1 # 0, se tiene que 11 = 0.
Esto contradice el hecho de que los escalares oy, ..., ., a1 mo son todos nulos. Luego vy, ..., vy
son linealmente independientes. [
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El siguiente Corolario es una consecuencia inmediata de la Proposicién 5.3.6.

Corolario 5.3.8 5i A € R™" tiene n autovalores distintos entonces, la matriz A es diagona-
lizable.

Demostracion 5.3.9 Sivq,...,v, son”n” autovectores, correspondientes a los”n” autovalores
distintos, ellos son linealmente independientes. Luego, por la Proposicion 5.3.2, la matriz A es
diagonalizable. [J

El Corolario 5.3.8 no resuelve el problema de diagonalizaciéon cuando los autovalores son
raices multiples del polinomio caracteristico. Habiamos observado que en general la multipli-
cidad geométrica es menor o igual que la multiplicidad aritmética. Se puede demostrar que la
matriz A resulta diagonalizable si las multiplicidades aritméticas y geométricas coinciden para
cada uno de los autovalores de la matriz A. Veamos dos ejemplos que ilustren este hecho.

Ejemplo 5.3.10 Sea A € R3*3 definida por:

Segun lo desarrollado en el Ejemplo 5.2.6, se encontrd que, A\ = 3 es raiz de multiplicidad 2
del polinomio caracteristico y p = 1 es raiz simple. Al calcular los autovectores correspondientes
a estos autovalores se tiene,

1 1 1
Uy = 1 U9 = 1 Uz = -1
0 1 0

es decir que hay 3 autovectores linealmente independientes y por lo tanto la matriz A es
diagonalizable. En este caso la multiplicidad aritmética y geométrica tanto para X\ = 3 como
para 1t =1 coinciden.

Ejemplo 5.3.11 Sea A € R3*3 definida por:

La ecuacion caracteristico de la matriz A resulta,

Mo AN 16A-12=(\N-3)(A—2)?=0

con lo cual A = 2 es raiz doble del polinomio caracteristico y p =1 es raiz simple. Pero el
autoespacio correspondiente a A = 2 estd generado por el vector:

con lo cual la multiplicidad geométrica de X = 2 es 1 y no coincide con la multiplicidad
geométrica. En este caso no es posible encontrar una base de autovectores y por lo tanto A no
es diagonalizable.
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5.4. Potencias de matrices

Si se tiene una matriz A € R™™"™ en general no es sencillo encontrar la potencia A™ de la
matriz. Sin embargo cuando la matriz A es diagonalizable la potencia m puede ser hallada de
forma mas facil. Este hecho se demuestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.4.1 Si A € R™" es diagonalizable entonces,

A™ = PD™P ' ¥m e N
Demostracion 5.4.2 La demostracion es por induccion sobre m. Si m = 1, por hipotesis
sabemos que A es diagonalizable luego, existe una matriz invertible P y una matriz diagonal D

tales que, P"*AP = D, es decir, A= PDP~!.
Supongamos que la afirmacion es cierta para m = k y veamos que se cumple para m =k + 1,

A = Ak A = (PD*PY(PDP™') = PD*DP~! = PD*p~!

Por el principio de induccion la afirmacion es verdadera Ym € N [

El siguiente ejemplo muestra como calcular una potencia de una matriz diagonalizable.

Ejemplo 5.4.3 Sea A € R¥3 definida por:
00
A= -1 3 0
11

Calcular A°. Se deja como ejercicio demostrar que A es diagonalizable y que se verifica:

010 100 -1 11
A=101 2 0 20 1 0 0
111 00 3 -3 5 0
Por lo tanto,
010 1 0 0 -1 -11
A=101 2 0 32 0 1 0 0
111 0 0 243 -3 5 0
es decir,
A® = —2112430
—90 121 1
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Capitulo 6

Espacio Dual

Un caso particular de transformaciones lineales son las formas lineales. El concepto de
forma lineal ayuda al estudio de los subespacios, los sistemas de ecuaciones lineales y las coor-
denadas.

6.1. El espacio dual de un espacio vectorial

Definicién 6.1.1 Sea V un K-espacio vectorial, la aplicacion linal que a cada vector v € V, le
asigna un escalar p(v) € K, se la denomina forma lineal o funcional lineal es decir que
@ verifica:

1. Siu,v €V entonces,

p(u+v) = p(u) + )

2. SiveV yaekK entonces
p(aw) = ap(v)

Ejemplo 6.1.2 1. Sea V=R"yu eV, u=(x1, - ,T,) yay, - ,a, € R, los nimeros
reales a;, 1 =1,--- ,n estdn fijos, se define:

o(u) = ajxy + -+ apz,
Se deja como ejercicio verificar que ¢ es una funcional lineal.

2. Sea V=R"" es decir el espacio de matrices de entradas reales de n X n, consideremos
u e R™"

Recordemos que la traza de u se define como,

tr(u) = z”: Ui
i=1
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Comprobemos que @(u) = tr(u) es una funcional lineal. Para ello sean u,v € R™™ y
a € R entonces,

n

o(autv) = tr(oau+v) = Z(auii+vii) =« Z um+2 vii = adr(u)+tr(v) = ap(u)+e(v)

Ast p(u) = tr(u) resulta una funcional lineal.

Definicién 6.1.3 Sea V un K-espacio vectorial, al espacio vectorial de todas las formas lineales
de V en K, se lo denomina Espacto Dual de V, esto es,

LV,K)={¢:V—K, ¢ esuna forma lineal}
Al espacio dual de V lo denotamos por V*. Con esta notacion se tiene, V¥ = L(V,K)

Ejercicio 6.1.4 Desmostar que V* = L(V,K) es un K-espacio vectorial.

Observacion 6.1.5 Puesto que V* es un K-espacio vectorial, el mismo esta dotado con todos
los atributos que se estudian para los espacios vectoriales en general, por ende se puede hablar
de conjunto de generadores, base y dimension de V*. Ahora se construird una base de V* para
el caso en que V sea de dimension finita.

6.1.1. Formas coordenadas

Definicién 6.1.6 Sea V un K-espacio vectorial de dimensidn finita. Sea B = {vy,--- ,v,} una
base de V. Sean las funcionales lineales v; : V — K definidas por:

(1 sii=]
Parai,j =1,--- ,n. A las funcionales lineales ~;, i = 1,--- ,n se las denominan formas
coordenadas de B.

Observacion 6.1.7 El nombre de formas coordenadas con que se las designa a las ~; para
i=1,---,n se deriva del siguiente hecho. Sea B = {vy,--+ ,v,} una base de V, dado v € V,
este vector se escribe de forma unica como:

V=TV + -+ TpUy

Considerando las v; como en la definicion 6.1.6, entonces al aplicar esta forma al vector,
su transformado es:

Yi(v) = zyi(on) + (o) + o+ eni(vn) = 3
Esto ultimo dice que al aplicar la forma coordenada v; a v, devuelve la i-ésima coordenada
del vector respecto a la base B.

El siguiente Teorema asegura la existencia y unicidad de las bases duales.

Teorema 6.1.8 Sea V un K - espacio vectorial de dimension finita. Sea B = {vy, -+ ,v,} una
base de V. Entonces existe una unica base dual B* = {vy,--- ,v,} de V* tal que, v;(vj) = 6;;.
Ademas,
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1. Cada funcional lineal ¢ sobre V se escribe en la forma:

= Z o(vi)7; (6.1)

2. Siv €V entonces,

v= Z%’(U)Ui (6.2)

Demostracion 6.1.9 Para ver que existe una unica base dual, observemos que, al ser
B = {vy, -+ ,v,} una base de V entonces, para cada it = 1,--- ,n, existe una unica transfor-
macion lineal (forma lineal) v; : V — K tal que:

Yi(vj) = dij

Se obtiene asi un conjunto de n funcionales lineales distintas {1, , v} sobre V. Ademdas
este conjunto de funcionales es linealmente independiente pues,

i a;y; =0
i=1

entonces,
n
(Z a”/y’t) (Uj) - Ofuncional nula(vj)
i=1
n
Z a;yi(v;) =0
i=1
a; =0, Vi=1---,n
Esto demuestra que {v1, -+ ,vn} es linealmente independiente. Veamos que {v1,--+ ,n} es

conjunto de generadores de V*, para ello, sea w € V*, queremos ver si existen escalares a; € K
tales que,

n
W = E ai%i
=1

luego,
wlv)) =Y ami(v;)
i=1
entonces, w(v;) = a;. Esto nos dice que {y1,--- , 7} es conjunto de generadores de V*. De

esta forma B* = {y1, -+ , v} de V*. Ademds se tiene que, dim(V*) = n.
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1. Sea ¢ una funcional lineal sobre V, como B* = {71, -,y } es base de V* entonces, ¢
se escribe como combinacion lineal de los elementos de B* con escalares ¢(v;) = a; y por
lo tanto,

n

p=> vy

Jj=1

2. Siv eV entonces, v = x101 + -+ - + xpv,. Aplicando 7; a v obtenemos, v;(v) = z; (ver
Observacion 6.1.7), por lo tanto,

v = Z vi (V)
i=1

U

Observacion 6.1.10 Observemos que, si ¢ € V*, aplicando la formula 6.1, se tiene,

Y= Z e(vi)yi
=1

Por otro lado, siv €V,

n
v = E Z;U;
=1

Aplicando ¢ a esta iltima igualdad y teniendo en cuenta que, p(v;) = a; entonces,

n

p(v) =) a; (6.3)
i=1
T
La ecuacion 6.3 nos dice que si B = {vy, -+ ,v,} es una base de V y [v]p =
Tn
entonces, las formas lineales de V* vienen dadas por la ecuacion 6.3. Esto generaliza la parte
1 del Ejemplo 6.1.2.

6.2. Anulador

En esta seccién nos proponemos estudiar la relacion, entre las funcionales lineales definidas
sobre un dado espacio vectorial V y subespacios del mismo espacio vectorial. Si consideramos
un K-espacio vectorial, V de dimensién n. Dada una funcional lineal (no nula) ¢ : V. — K
entonces, por el teorema de la dimension,

dim(Im(p)) =1
dim(ker(p)) =n—1

A los subespacio de dimensién n — 1 en un espacio vectorial de dimensién n, se denominan
hiperplanos o subespacios de codimension 1.
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Definicién 6.2.1 Sea V un K - espacio vectorial de dimension finita. Sea S un subconjunto
de V. Al conjunto formado por todas las funcionales lineales ¢ : V — K que se anulan sobre S,
se lo denomina el anulador de S y se denota por S° esto es,

S°={peV :p)=0, Yve S}
Ejercicio 6.2.2 Sea V un K - espacio vectorial de dimension finita.

1. Demostar que todo hiperplano es el espacio nulo (nicleo) de una funcional lineal.
2. Sea S un subconjunto de V entonces, S° es un subespacio de V

3. Sea S = {0y} entonces, S° = V*

4. Sea S =V entonces, S° = {0y}

Teorema 6.2.3 Sea V un K - espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V.
Entonces,

dim(W) + dim(W°) = dim(V)

Demostracién 6.2.4 Supongamos que dim(V) =n y dim(W) = r. Sea {vy,--- ,v,} una base
de W completamos este conjunto a una base de 'V con los vectores {v, 1, -+ ,v,}, de esta forma
B =A{vy, -+ , U, V41, , U} es una base de V. Consideremos B* = {y1, -, Vry Yri1s "+ s Vn}
la base de V* que es la dual de B. Demostraremos que {Vri1,- - ,Vn} €s base de W°. Para ello
observemos que,

Yi(vj) = b
Por lo tanto, v;(v;) = 6;; =0sii=r+1,--- ,nyj=1,---,r, esto nos dice que las formas
lineales se anulan en los vectores que generan W. Si v € W entonces, v = aqvy + -+ + .0,
aplicando ~v; (i =1+ 1,--- ,n) al vector v se obtiene,

Yi(v) = aqyi(v1) + -+ apyi(vy) =0, Vr+1<i<n

FEsta dltima igualdad nos dice que, v; € W°, es mds {41, "+ ,Yn} €S un conjunto de
generadores de W° pues, si w € V* entonces,

n

w= Z w(v;)vi

i=1
si suponemos que ademds w € W se tiene, w(v;) =0 parai=1,--- v y por lo tanto,
n
w= Z w(v;)vi
i=r+1
Como ademds {Vri1,+ ,Yn} €s linealmente independiente entonces, {Vr11, -+ ,Vn} €s base

de We°. Se ha demostrado que , dim(W°) = n — r y por lo tanto, se verifica la igualdad,
dim(W) + dim(W°) = dim(V) O

Corolario 6.2.5 Sea V un K - espacio vectorial de dimension n y W un subespacio de V,
dim(W) = r. Entonces, el subespacio W es la interseccion de n — r hiperplanos de V.
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Demostracién 6.2.6 Sea {vy,--- ,v,.} una base de W completamos este conjunto a una base
de V: B = {vy, -+ ,0p,Upg1,- - ,0n}. Consideremos B* = {v1, Ve Vra1, s Tn} la base
de V* que es la dual de B. Con esta eleccion resulta, v;(vj) = 65 =0 sii=r+1,--- ,ny
j=1,---,r. Porlo tanto siv € W entonces, v;(v) =0 parai=r+1,--- n, esto dice que,

W = {U GV:%“-H(U) :Oa 7’7n(v) = 0}
es decir que, W resulta la interseccion de n — r hiperplanos de V [

Observacién 6.2.7 El Corolario 6.2.5 nos dice que fijada una base del espacio vectorial V, un
subespacio de dimension r, es el conjunto solucion de n — r ecuaciones homogéneas.

Corolario 6.2.8 Sea V un K - espacio vectorial de dimension n. Sean Wy y Wy subespacios
de V. Entonces,

W1:W2<:>WT:W;

Demostracién 6.2.9 =) Si W; = W, se deja como ejercicio ver que, Wi = W3.

<) Supongamos que Wy # Wy entonces, existe un vector v € Wy y tal que, v no pertenece a
Wy (0 bien, existe v € Wy y tal que, v no pertenece a Wy ). Por el Corolario 6.2.5 existe una
funcional lineal ¢ tal que, p(w) = 0 para todo w € Wy y o(v) # 0. Entonces, ¢ € W pero, ¢
no esta en W5, absurdo. Luego Wy = Wy [

6.3. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Funcionales Li-
neales

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales homogéneas:

anry + -+ apTn = 0
. (6.4)
Am1T1 + *+* + ATy, = 0

Al cual se le desea encontrar el conjunto soluciéon en R™. Sean las funcionales lineales:

wi(xla"' 7$n):az’1$1+"'+am$m t=1,---,m

Con la notacién precedente se busca el subespacio de R™ definido por:

W:{U:(xla"',xn): CUi(U):O, 7;:1,...7m}

Es decir W es el subespacio de R™ anulado por wy,--- ,w,,. El método de eliminacion de
Gauss brinda una eficiente forma de encontrar el subespacio W. Al considerar la matriz asociada
al sistema 6.4, cada fila de esta matriz, (a; - - a;,) representa las coordenadas de la funcional
w; respecto de la base dual de la base canénica de R™.

Podemos considerar el sistema de ecuaciones 6.4 desde el siguiente punto de vista. Supongamos
que se dan m vectores de R":

wi:(ail"'ain)7 izla"'vm

El problema que nos planteamos ahora es hallar el anulador del subespacio generado por
estos vectores. Sabemos por el ejemplo 6.1.2 que cualquier funcional lineal sobre R" es de la
forma:
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LU(ZL'l, to axn) = b1$1 + - +bnxn
la condicién de que w se encuentre en el anulador del generado por (a;; -+ - a;,), i =1, ;m,
viene dada por,
ai1b1+"'+ainbn:07 ZZL , T

es decir que (b - - - b,,) es solucién del sistema AX = 0, donde A = (a;;).
Ejemplo 6.3.1 Sea V =R® y el subespacio de R® definido por;

W = gen{(1,1,0,0,0), (1,—1,1,0,0),(0,0,0,1,1)}

Se pide encontrar un sistema de ecuaciones que defina a W. Para ello observemos que el
problema se traduce en encontrar el anulador de W, esto es, encontrar las formas lineales en
V* = (R®)* tales que, se anulan sobre W. Se verifica que dim(W) = 3 por lo tanto, dim(W°) =
2. Puesto que, cualquier funcional lineal sobre R es de la forma:

w(wy, - ,25) = bizy + bawg + bawz + byzy + b5
la condicion de que w se encuentre en el anulador de W, se debe cumplir que,
w(l,l,0,0,0) = b1 +b2 =0

CU(]_,—]_,]_,0,0) :bl—b2+b3:0
w(0,0,0,1,1) = by + b5 =0

de donde se deduce:

b2 - _bl
b3 - —2b1
bs = —by

es decir que a w la podemos expresar como,

W(Il, e ,(L’5) = blfL’l — blIQ — 2b1$3 + b4$4 — b4l‘5

o equivalentemente,

w(xy, -+ ,x5) = bi(x1 — 19 — 2x3) + by(xy — 5)

esto nos dice que w € gen{xy — xy — 2x3, 24 — x5}. Luego un sistema de ecuaciones que
define a W viene dado por,

1'1—33'2—21)3:0
Ts— x5 =0
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Capitulo 7

Invariantes bajo semejanza

7.1. Introduccion

Recordemos que dos matrices A, B € R"*". Se dicen semejantes y escribimos A ~ B siy
solo si existe una matriz H invertible tal que, B = HAH™!. Si en la ecuacién B = HAH™!,
aplicamos determinante a ambos lado de la igualdad, se deduce que, det(B) = det(A). Esto nos
dice que el nimero det(A) no cambia bajo la semejanza. Se dird en tal caso, que el determinante
es tnvariante.

En general se entenderd por invariante a aquella propiedad que se enmarque dentro de la
siguiente definicién:

Definicién 7.1.1 Se dice que una propiedad de las matrices cuadradas es tnvariante bajo
semejanza, si tal propiedad es compartida por dos matrices semejantes cualesquiera.

7.2. Invariantes bajo semejanza

En esta seccion se estudiaran algunos invariantes bajo semejanza para operadores lineales
T:V —V, donde V es un R-espacio vectorial de dimension finita.

Proposicion 7.2.1 Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita, sea B base de V. Sea
T :V — V un operador lineal entonces, el determinante de la matriz ||T||p es independiente de
la base B elegida para calcularlo.

Demostracion 7.2.2 Sean las bases B y B’ de V y consideremos el diagrana,

Yy 171l 5 Vy

C(B,B’) C(B,B’)
T\ 5
Vy 1715 YV

de donde se desprende que,

ITlls = C(B, B)IT|sC~ (B, B) (7.1)
Es decir, |T||g ~ ||T||p. De la igualdad 7.1 se obtiene,

det(|T|| ) = det(C(B, B'))det(||T||5)det(C~"(B, B'))

es decir, det(||T|| ) = det(||T||g), como queriamos demostrar. O
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Observacion 7.2.3 En la proposicion anterior se observa que, siempre que se tenga un ope-
rador lineal T : ' V — V y dos bases B y B’ de V. Entonces las matrices asociadas en las
respectivas bases resultan semejantes es decir, ||T'||p ~ ||T||p . Luego el determinante resulta
un tnvariante bajo semejanza.

El valor del det(||T'||g) no depende de la base B particular que se utilice para calcularlo. Es
decir que es una propiedad que es inherente al operador lineal T', en tal caso se habla del de-
terminante del operado lineal y se escribe det(T) sin explicitar la base B utilizada para
determinarlo.

Corolario 7.2.4 Sea T : V — V un operador lineal, donde V es un R-espacio vectorial de
dimension finita. Sea B una base de V. Entonces, la invertibilidad de la matriz |T||p es inde-
pendiente de la base B.

Demostracién 7.2.5 Sean las bases B y B de V como en la Proposicion 7.2.1, de acuerdo a
dicha proposicion se tiene,

det(||T| ) = det(||T )

Ahora bien, la matriz |T||g es invertible si y sdlo si, det(||T'||) # 0, por lo tanto,
det(||T||g) # 0 es decir que, la matriz | T es invertible. O

Recordemos que la traza de una matriz cuadrada A = (a;;) estd definida por,

t?"(A) = i (077
=1

es decir que la traza es la suma de los elementos de la diagonal. El siguiente Lema nos
ensena que la traza de un producto de matrices cuadradas es independiente del orden en que
se realice el producto.

Lema 7.2.6 Sean A, B € R™" entonces,
tr(A.B) =tr(B.A)

Demostracién 7.2.7 Consideremos A = (a;;) y B = (b;j) entonces,

tT(AB) = Z(AB)kk = Z Zaktbtk = Z thkakt = Z(BA)tt = tT(BA)

k=1 k=1 t=1 t=1 k=1 t=1
O
Proposicion 7.2.8 Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita, sea B base de V. Y sea

T :V — V un operador lineal entonces, la traza de la matriz |T|| g, es independiente de la base
B elegida para calcularla.

Demostracion 7.2.9 Sean las bases B y B de V como en la Proposicion 7.2.1 y de acuerdo
a la ecuacion 7.1 se tiene,

IT||s = C(B, B)|T||sC~ (B, B)
de donde,
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tr(|| 7)) = tr (C(B, B)||T|sC~(B, B))
Aplicando la propiedad del Lema 7.2.6 podemos escribir:
tr(|Tlls) = tr((C(B,B)|T|)C~ (B, B))
= tr((IT|sC(B, B)C™(B, B))
(
(

= tr(|T]5(C(B,B)C™'(B, B)
= tr([I Tl 1)

= tr((ITls)

De esta forma resulta, tr(||T||g) = tr(||T||5) O

Observacién 7.2.10 Por la Proposicion 7.2.8, el valor de tr(||T||g) no depende de la base B
elegida para calcular dicha traza. Por ello hablamos de la traza del operado lineal y se
denota por tr(T), sin especificar la base utilizada.

7.3. Polinomio caracteristico y autovalores

Hemos estudiado que a cada operador lineal le podemos asociar un polinomio. Este poli-
nomio se calcula a partir de la matriz asociada al operador lineal respecto de una dada base.
La pregunta que surge naturalmente es si el calculo del polinomio caracteristico depende de la
base elegida. La respuesta a tal cuestién viene dada por la siguiente proposiciéon:

Proposicion 7.3.1 Sea T : V — V un operador lineal, donde V es un R-espacio vectorial de
dimension finita. Entonces, el polinomio caracteristico de la matriz |T| g, es independiente de
la base B elegida para calcularlo.

Demostracién 7.3.2 Sean las bases B y B’ de V. Llamemos Pg y Pg los polinomios carac-
teristicos de las matrices, |T||g y ||T||p respectivamente, entonces,

PB’()\) = det(HTHB/ — )\])
De acuerdo a la ecuacion 7.1 se tiene,
1Tz = C(B,B)||IT|sC~ (B, B')
Por lo tanto,

Ppi(X\) = det (C(B,B)||T||sC~(B,B’) — M)

Observar que:

Py (\) = det(C(B,B)||T||sC~(B, B') — \I)

= det(C(B,B)||T||sC~*(B,B') — \C(B,B")C~ (B, B"))
(
(

det(C(B, B'))det(|T||s — AI)det(C~Y(B, B'))
= det(||T||5 — M)

por lo tanto,

Py(\) = det(||T||5 — M) = Pg(\)
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Observacion 7.3.3 De acuerdo a la Proposicion 7.5.1, el polinomio caracteristico asociado
al operador lineal T" no depende de la base B elegida para calcularlo. Por ende se habla del
polinomio caracteristico del operado lineal y escribimos P(\).

Puesto que Pg(\) = P(\) cualquiera sea la base B, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 7.3.4 Sea T : V — V un operador lineal, donde V es un R-espacio vectorial de
dimension finita. Sean las bases B y B' de V. Entonces los autovalores de la matriz ||T||p y la
matriz | T g son los mismos.

Demostracién 7.3.5 Sean P y Ppg: los polinomios caracteristicos de las matrices, ||T||z v
|T||p respectivamente. Por la Proposicion 7.3.1 se tiene que,
Pg/(\) = Pg())

Puesto que esta ultima igualdad vale para todo A, la anulacion de Pg/(\) implica la anulacion
de Pg(\) (y viseversa), por lo tanto los autovalores de ||T||g y de | T||g son los mismos.

O

Recordemos que habiamos definido el Autoespacio de la matriz A correspondiente al auto-
valor A, como E) = {x € R"™!' . (A — M)z = 0}. En forma similar se define el autoespacio
para un operador lineal 7' : V — V como,

E)\:{UEVZ (T—)\Id)U:OV}
La siguiente proposiciéon muestra que la dimensién de este autoespacio no depende de la

base elegida para representar la matriz del operador.

Proposicién 7.3.6 Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita y'T : V — V un operador
lineal. Entonces, la dimension del autoespacio E\, asociado al autovalor A\, no depende de la
base B elegida para calcularlo.

Demostracién 7.3.7 Sea E\ 5 = {z € R™! . (||T||g— M)z = Ogax1} el autoespacio asociado
al autovalor \, cuando se lee su matriz respecto de la base B. Sea Ug, , = {x1, -+ ,2,} es una
base de E . Luego,
1T s2; = Az,
Supongamos por otro lado que w es autovector (en realidad las coordenadas de un cierto
vector v referido a la base B') de la matriz ||T||p asociado al autovalor \ entonces,
1T rw = Aw (7.2)
Sabemos que ||T||p = C(B, B)||T||pgC~ (B, B"), al sustituir en la ecuacidén 7.2 se tiene,

(C(B, BH||T||sC (B, B"))w = \w
de donde,

ITll5(C~(B, B)w) = N(C™ (B, B')w)

esta iltima identidad nos dice que, C~*(B, B')w es autovector de la matriz |T|| g, asociado
a X\, por lo cual se escribe como combinacion lineal de {x1,--- ,x,},
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CHB,B)w=air + -+,
de donde,

w=aoaC(B,BYx1+ -+ a.C(B, Bz,

FEs decir que, {C(B, B")xy,--- ,C(B, B")z,} genera el autoespacio asociado al autovalor
de la matriz | T||g:. Puesto que {x1,--- ,x,} es linealmente independiente entonces,
{C(B,B")xy, -+ ,C(B,B)x,} es linealmente independiente y por lo tanto es base del autoes-
pacio asociado al autovalor X de la matriz ||T||p y tiene dimension r O

Observacién 7.3.8 Consideremos V un R-espacio vectorial de dimensionn yT :V =V un
operador lineal. Decir que el operador T es diagonalizable significa que es diagonalizable respec-
to de cualquier base que se use para representar su matriz. En particular cuando representamos
la matriz de T respecto de Bautovectores = {1, , Un} formada por los autovectores correspon-
dientes a los autovalores \i,--- , Ay, su matriz es una matriz diagonal con los autovalores en
la diagonal principal. Como la traza y el determinante son invariantes entonces,

n

det(T) =[]\
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Capitulo 8

Problemas

8.1. Preguntas

Ejercicio 8.1.1 Sea V un K - espacio vectorial.

1. SiW C V| ;qué condiciones necesarias y suficientes debe cumplir W, para que resulte
un Subespacio de V ¢

2. Sean S y W subespacios de V, decir cuales de los siguientes subconjuntos de V, siempre
resultan subespacios de V. En caso afirmativo dar una demostracion y en caso negativo
dar un contra ejemplo.

) S+W i) SUW i) SNW

Ejercicio 8.1.2 Decidir justificando la respuesta, cuales de las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

1. Sean S y W subespacios de V, K - espacio vectorial, tales que, S C W. Entonces, SUW
es subespacio de V.

2. Sea
P = {p: p es polinomio a coeficientes reales de grado exactamente n}

Entonces, P es un R - espacio vectorial, con la suma y el producto por un escalar, usual
de polinomios.

Ejercicio 8.1.3 Sea V un K - espacio vectorial de dim(V) =n y sean S y W subespacios de V
i) Demostrar la siguiente proposicion: Si dim(S) =n —1 y dim(W) =n — 1 entonces,

n—2<dim(SNW)<n-1

i) Dar un ejemplo de la afirmacion probada en i) cuando, V.= R3. Interpretar geométrica-
mente.

Ejercicio 8.1.4 Sean V y W, K - espacios vectoriales de dimension finita. Y sea f:V — W
una transformacion lineal de V en W.

1. Completar y demostrar que: Im(f) es un subespacio de - - -
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2. Completar y demostrar que: f:V — W es monomorfismo si y sélo si Nu(f)=---

Ejercicio 8.1.5 Sea A € R™™"™, la matriz diagonal D € R™"™ y la matriz inversible H € R™"™
tales que,

A=HDH!

1. Demostrar que A™ = H D™ H', Vm €N
2. Demostrar que A es inversible si y sdlo si det(D) # 0
3. Demostrar que det(A™) = (det(D))™

4. Demostrar que: A es tnvolutiva si y solo si D es involutiva.

Ejercicio 8.1.6 Sea A € R?*2

1. Definir que es un autovector, de la matriz A asociado al autovalor A € R. ;Cudl es el
significado geométrico de un autovector?

2. Demostrar que para A € R**? el polinomio caracteristico se puede expresar en la
forma:
P(\) = 2\ — tr(A).\ + det(A)

3. Demostrar que: Si (tr(A))* > 4.det(A) entonces, A es diagonalizable.

Ejercicio 8.1.7 Sea V un K - espacio vectorial con producto interno ( , ). Demostrar que: Si
u,v € V son tales que, ulv entonces,

lu = vll* = flul® + [|v]*

Ejercicio 8.1.8 Sea V, K - espacio vectorial, dim(V) = n. Sean S y W subespacios de V.
Demostrar que: Si'S C W entonces, dim(S + W) = dim(W).

Ejercicio 8.1.9 Sea V un K-espacio vectorial de dim(V) = 3 y sea B = {vy,v9,v3} una base
de V. Sea A = {uy,us,us} donde:

uy = 209 + 1203, Uy = —3v1 — vy +v3, Uz = 3v; + 2vy + Sv3,

Demostrar que el conjunto A es linealmente dependiente.

Ejercicio 8.1.10 SeanV yW, K-espacios vectoriales de dimension finita, sea B = {vy,...,v,}
una base de V. Sea f:V — W una transformacion lineal de V- en W. Demostrar que:

Im(f) = gen{f(v1), ..., f(vn)}

Ejercicio 8.1.11 Sean V y W, R-espacios vectoriales, tales que, dim(V) =n y dim(W) = m.
Sea T : V — W una transformacion lineal de V. en W. Completar y justificar la respuesta:

Si T es un Epimorfismo entonces, dim(Nu(T)) = ....

¢ Qué relacion guardan los nimeros n y m?
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Ejercicio 8.1.12 SeanV y W, K-espacios vectoriales de dimension finita, sea B = {uy, ..., u,}
una base de V. Sea f:V =W un monomorfismo de V en W. Demostrar que:

Blm(f) = {f(ul)a s >f(un>}

es una base de la imagen de f.

Ejercicio 8.1.13 Sea C' € R™" una matriz no singular. Demostrar que:

1

det(C™) = det(C)

Ejercicio 8.1.14 Sea V, un R-espacio vectorial, dim(V) = n dotado con producto interno ().
Demostrar que: Si A = {v1,...,v.} (con r < n), es un conjunto ortogonal entonces, A es
linealmente independiente.

Ejercicio 8.1.15 Sea V un K - espacio vectorial. Sean S CV y W C V subespacios de V.
Demostrar que SN'W es subespacio de V.

Ejercicio 8.1.16 Sean V y W, R-espacios vectoriales, tales que, dim(V) =n y dim(W) = m.
Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W. Sea B = {vy,...,v,} una base de V y
U=Awy,...,wy} una base de W. Demostrar que para cualquier v € V se satisface:

[Ty =Tl sv [v]5

Ejercicio 8.1.17 Sea V un R-espacio vectorial. Sean By = {vi,...,v,} y By = {uy,...,u,}
bases de V. Demostrar que:

[U]32 = C(By, Ba) [U]Bl

Ejercicio 8.1.18 Sea V un R-espacio vectorial de dimension n y sean las bases B y B’ de V.
Sea A = {uy, -+ ,u.} un conjunto de vectores de V, demostrar:

1. A= {uy, - ,u,} es linealmente independiente en V si sélo si, A" = {[ui]p, -, [us|s}
es linealmente independiente en R™*!

2. A=A{uy, - ,u.} es linealmente independiente en V si sdlo si,
A" ={C(B, B)|ui]g, - ,C(B,B")[u,]p} es linealmente independiente en R™*!

Ejercicio 8.1.19 Sea A € R™" una matriz Ortogonal. Si A € R — {0} es un autovalor de
A, yv # 0 el autovector asociado al autovalor \ . ;Qué relacion existe entre A y el autovalor
de At 2 y sentre v y el autovector de A ¢

Ejercicio 8.1.20 Sea V un R-espacio vectorial, dim(V) = n dotado con producto interno (,).
Demostrar que: Si A = {v1,v9,v3} es un conjunto ortogonal entonces,

lvr + w2+ vs]|* = [Joa]|* + oal|* + [Js |

Teorema 8.1.21 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S C V y W C V subespacios de V.
Demostrar que S + W es subespacio de V.

Ejercicio 8.1.22 Sean V y W, R-espacios vectoriales, tales que, dim(V) = n y dim(W) = m.
Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W. Demostrar que T es monomorfismo
si y solo st Nu(T) = {0y} .
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8.2. Problemas

Ejercicio 8.2.1 Dadas A, B € R?*? definidas por:
(@ a o b1 b
(o))

ap as 0 0
a3 a4 0 O
0 0 b b
0 0 b3 by

Se define

C —

1. Demostrar que se cumple: det(C) = det(A)det(B)

2. Calcular los autovalores de la matriz:

-2 1 00
0 300
M= 0 011
0 011

Sugerencia: Usar el item 1 de este problema.

3. Decidir si la matriz M es diagonalizable, justificando la respuesta.

Ejercicio 8.2.2 Considerar g : R® — R? la transformacion lineal, cuya matriz asociada
en la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R® y la base U = {(1,1),(1,—1)} de R? es:

1 1 2
HgHBU_ ( 1 -1 1 )

a) Hallar una base del nicleo de g

b) Hallar una base de la imagen de g

Ejercicio 8.2.3 Sea B € R**3 dada por:

b= ( (1) —01 1 )
1. Calcular los autovalores y autovectores de A = BB!
2. De ser posible expresar a la matriz A en la forma:
A=pPDpP

Donde D es una matriz diagonal y P una matriz invertible.

Ejercicio 8.2.4 Sea T : R? — R3? la transformacion lineal, cuya matriz asociada en la
base candnica E de R? es:

1 2 3
ITle=|1 5 —2
0 3 -5



TOPICOS DE ALGEBRA LINEAL |109| BARROS - ORQUERA

a) Hallar una base del nicleo.
b) Hallar una base de la imagen.

c) Calcular todos los vectores v € R? tales que, f(v) = (2,5,3)
Ejercicio 8.2.5 Sea T : R? — R? la funcién definida por:
T(x1,x9,23) = (¥ — g + T3, Tg + T3, T, + 223)
1. Hallar la matriz A = ||T||g, asociada a T en la base candnica E de R3
2. Demostrar que T no es un automorfismo
3. Demostrar que Im(T) es un plano de R3
Ejercicio 8.2.6 Sea A € R?**? dada por:
=)
1. Calcular los autovalores y autovectores de B = AA"
2. ¢Es diagonalizable la matriz B?

Ejercicio 8.2.7 Sea R* pensado como R-espacio vectorial con la suma y el producto usual.
Ademds se dota a R* con el producto interno candnico { , ).

1. ; Cudles son las nociones métricas que quedan inducidas por el producto interno ( , )?

2. Sea el subespacio W C R* tal que, W = {(1,1,1,0),(0,—-1,1,1)}

a) Hallar una base ortonormal de W

b) Hallar el complemento ortogonal de W
Ejercicio 8.2.8 Sea T : R3 — R? la funcién definida por:

T(xy, 9, x3) = (21 + T2 + T3, AT2 + T3, T3)

donde, A € R.

1. Demostrar que T es un endomorfismo de R?
2. Hallar la matriz |T||, asociada a T en la base candnica de R3
3. Calcular det(T)

4. Demostrar que T es automorfismo si y solo si A # 0

Ejercicio 8.2.9 Sea V un K-espacio vectorial de dim(V) = 4 y sea By = {vy,ve,v3,v4} base
de V. Considerar el conjunto, By = {uy, us, us, us}, donde:

U =V V2 + 03+ Vs, U=V +V2+ V3, U3=V1F+ Vg, Usg= Vg

a) Demostrar que By es base de V
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b) Encontrar, C (By, By) y C (B, By)

Ejercicio 8.2.10 Sea A € R?**? dada por:

A:

O Wl
N~ DN

1. Calcular los autovalores y autovectores de A
2. Escribir a la matriz A en la forma: A= P.D.P~!

3. Calcular A usando lo probado en 2.
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Julio C. Barros y Valentina Orquera

El texto comienza presentando la estructura de espacio vectorial. Este hecho es
motivado porque entendemos que hay que dar un tratamiento acompasado de los
temas nucleares de este topico, como lo son combinaciones lineales, dependencia e
independencia lineal, base y dimension. A partir de un recorte adecuado de estos
conceptos, se construyen otras ideas centrales, como lo son la de coordenadas y
cambio de base. La estructura de espacio vectorial se ve enriquecida con nociones
métricas cuando se lo dota con un producto interno. Al desarrollar el tema de transfor-
maciones lineales, se hace particular énfasis en el tratamiento de la matriz asociada a
una transformacion lineal, y en cémo se puede recuperar toda la informacidn referen-
te a nucleo e imagen a partir de dicha matriz. Hay un tratamiento breve de las
transformaciones ortogonales haciendo nexo con la estructura de espacio con produc-
to interno y recuperando elementos geométricos. La nocidén de determinante ha sido
abordada en forma sucinta, y esta pensada como herramienta para aplicar al proble-
ma de valores propios. Al abordar el problema de vectores y valores propios, se puede
apreciar todo el potencial que tienen las ideas construidas. La diagonalizacion de
matrices es presentada en su forma mas elemental, pero introduciendo conceptos que
sirven para una profundizacion en este tépico. El grado de abstraccion para aproxi-
marse a la idea de espacio dual puede resultar un poco arduo al principio, pero rinde
su fruto al hacer el tratamiento de coordenadas y soluciones de sistema de ecuacio-
nes. Invariantes bajo semejanza de matrices nos parecié un corolario adecuado para
cerrar este material y dar una nocion de la potencia de las ideas tratadas.
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